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PREFAZIONE. 


J- enterò di eseguire in questi libri un pensiere che 
fu del celebre Sig. Mùnge y e eh* io presi per norma 
nell* ordinare la maggior parte delle lezioni da me 
dettate nella Reale Scuola Militare del Genio, e dell’ 
Artiglieria . 

In seguito all' opera che il menzionato Autore 
publicò sotto al titolo di Géoniétrie descriptive, divi- 
sava egli di mostrarne le applicazioni alla Prospet- 
tiva lineare, ed all’ arte di determinare le ombre nei 
disegni ■ (*) 

Occupazioni più importanti allo Stato distolsero 
allora V illustre Geometra dal mandare ad effetto il 
suo proposito ; e corwìen credere, che. non gli sia più 
tornata V opportunità di appagare V altrui espetta- 
zione , compiendo un’ opera eh’ era étata dalla mae- 
stra sua mano incominciata con tanto e si giusto ap- 
plauso . 

Io sarei fortunato \se , anche imperfettamente , 
ristorar potessi il Pubblico d’ una tal privazione , men- 
tre col dare alle stampe il transunto delle accennate 
lezioni, cerco di provvedere, in quanto da me di- 
pende , al comodo ed al profitto di chi deve ascol- 


(*) Céomitrie deiciiptive . . • ÀTerÙMement. 
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tarle . Le quali , dopo V esperimento fatto per alcuni 
anni nella Scuola Militare ^ non sarà disdetto pre- 
sumere eh' esser possano di qualche vantaggio a tutti 
que' giovani , che per doveron o per diletto, spendono 
i loro, studj intorno all'uso della Geometria nelle pra- 
tiche- delle arti , e specialmente di quelle che formar 
debbono la suppellettile dell' architetto . (*) 

Per tanto ho divisa quesC opera in due parti, al- 
la prima assegnando le teorie spettanti ai metodi del- 
le projezioni , ed oltre a ciò le applicazioni di essi me- 
todi a molti articoli di Geometria pura . 

Ho raccolto nella seconda parte le dottrine che 
risguardano i due principali usi delle projezioni nelle 
arti; cioè il metodo di rappresentare con geometrica 
esattezza gli accidenti visibili d' un oggetto determi- 
nato di forma , e di posizione nello, spazio , e per 
converso il metodo di ridurre un solido informe ad 
una figura che sia determinata esattamente per mez- 
zo delle rispaititf« pruJeztUriT .. 

Mirando principalmente a questi fini della pra- 
tica , regolai la scelta e V ordine delle cose che si 
contengono nella suddetta prima parte ; ma nel tem- 
po medesimo par verni di poter cogli stessi mezzi ten- 
dere al conseguimento d'un altro scopo, che ora sono 
per indicar brevemente . 

Pel corso di parecchi anni impiegati nell' istru- 
zione di giovani geometri , ho potuto: confirmarmi in 
un'opinione, la quale assai dappresso conviene colpa— 


(') Vitruv. L. I . Gap. I, 
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rere del Sig. Monge (*); ed è , che di grandissimo aju- 
to sarebbe a tutti coloro i quali debbonsi innoltrare 
col calcolo nella sublime Geometrìa , se preparati fos^ 
sero a questo passo da un’ opportuna introduzione col 
mezzo dei metodi grafici . 

Imperciocché mentre con essi possiamo stabilire 
in piena evidenza i principali teoremi di Geometria , 
i quali, espressi che siano in termini di lingua alge- 
brica , somministrano incomìnciamento certo e chia- 
rissimo ad ogni risoluzione che si cerchi cogli artifizj 
di quella lingua meravigliosa , possiamo conseguire 
nel tempo stesso un altro grande vantaggio ; cioè ad- 
destrare V immaginazione , ed educando le sue forze 
con ordinato esercizio, prepararla a qualunque siasi 
più complicato ed arduo concepimento . 

jSon è cosa facile ad intendere perchè nei mo- 
derni sistemi di scientifica , e di letteraria ìnstituzìo- 
ne , presso che tutti i pensieri siano rivolti a coltivar 
la memoria ; mentre la minor cura è data all’ im- 
maginazione : quasi che fosse indomabile facoltà del- 
la mente, atta solo agli inspirati impeti delia poe- 
sìa, nè capace dì veruna disciplina , o dì legge. 

Ciò nulla ostante, non solo le Meccaniche , V A- 
stronomia, la Geodesia, l’ Architettura , ma per fino 
la stessa Geometria speculativa ed astratta , fanno 
contìnuamente fede dell’ assiduo e paziente servigio 
che loro presta V immaginazione . 

Anzi presso di molti nobilissimi Filosofi è dimo- 


(') CùcMiiétrie descrii't. . . n.* io. 
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strato che da questa facoltà principalmente derii'ono 
le forze della stessa memoria (*); eh’ essa V imma- 
ginazione interviene in tutte le operazioni dell’ uma- 
no intendimento ; che ad essa appartiene formar le 
■idee , quasi materia e soggetto immediato del pensiero; 
eh’ essa le conserva per lungo tratto presenti, e le ri- 
compone , e le raccoglie al bisogno , poiché furoru) o 
scancellate dal tempo , o disperse dalle distrazioni . 

Laonde non è meraviglia che i Greci , in ogni 
scienza , ed in ogni bell’ arte sovrani maestri , così 
gran cura abbian posta acciocché nell’ instituzione dei 
giovani ingegni fossero comprese quelle parti di am- 
maestramento , le quali sono acconcie ad educare spe- 
cialmente V immaginativa . (**) 

Nè io potrò indurmi a credere che il non colti- 
vare con ogni possibile diligenza questa facoltà sì 
preziosa e principale sia per essere di niuno , o di 
leggier pregiudizio alla pubblica Istruzione , e sopra 
tutto in quella ohe risguarda i Giovani incam- 

minati per la carriera delle scienze che diconsi esatte . 

Nell’ ordinare adunque la prima parte di quest’ 
opera , intesi in primo luogo ad informare i Giovani 
Ingegneri ed Architetti delle cose di superior Geome- 
tria che giudicai più necessarie a sapersi , deduccndone 
le. dimostrazioni dai soli principj dell’ ordinaria Geo- 
metriaelementare , senza punto dipendere dal calcolo . 


(•) Prevost . Essai iiir l’imagi- 
natìon, etc. 

(**) John GiJHes, The History 


of Anclent Grecce. V. II, Gap. XIII. 
Voyage Ju Jeiinc Anacharsis eu 
Grece V. II , Chap. 26 . 
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In secondo luogo mirai alV altro fine , cioè di 
educare V immaginazione dei Giovani Geometri, onde 
abile piu facilmente divenga a condurre il raziocinio 
con franco passo dietro le traode misteriose del calco- 
lo , sopra tutto ero’ è necessario considerar combinate 
nella quantità figurata tutte a tre le sue dimensioni 
in un tempo . 

Con questo intendimento ho seguito la medesima 
distribuzione, secondo la quale pormi che trattar si 
debbano le stesse cose algehricamenie ; e ciò si potrà 
conoscere di leggieri , confrontando i primi capìtoli 
di questo trattato col saggio che pubblicai nel corso 
elementare pegli Aspiranti , che ha per titolo Nozioni 
preliminari sul metodo delle tre coordinate . 

Adunque nei tre primi capitoli mostro ciò che 
sono le projezioni d’ un punto , d’ una linea, d’ una 
superficie ; come volgari esse ad esprìmere adequata- 
mente qualsivoglia di questi oggetti geometrici costi- 
tuito nello spazio in qualunque modo ; come operan- 
do intorno alle projezioni , si venga ad effettuare ciò 
che non potrehb’ essere immediatamente operato so- 
pra V oggetto corrispondente , il quale non esiste in 
realtà, ma solo da esse projezioni è rappresentato . 

Dal tramutare i piani coordinali, cioè dal rife- 
rire a tre piani posti ad arbìtrio, secondo il bisogno, 
la posizione d’ un oggetto , che è data relativamente 
a tre altri piani , grandissima è V utilità che ne pro- 
viene , tanto nelle ricerche puramente speculative , co- 
me si vede in questa prima parte , quanto ancora nel- 
le pratiche , come scorgesi nella seconda ; e special- 
mente ove trattasi della Prospettiva . 
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Ma quantunque negli usi pratici questa permuta» 
zione di piani soglia essere d‘ ordinario agevolata e 
ristretta da certe particolari circostanze ; nondimeno 
stimai di doverne presentar nel Cap. /F un’idea co5Ì 
astratta e generica p quale è d’ uopo concepirla in A» 
natisi . 

Dopo aver considerato nello spazio un oggetto 
unico ed isolato , passando al caso che più oggetti 
siano riferiti al medesimo sistema di piani coordina- 
ti , veggonsi dalla rispettiva posizione di questi og- 
getti nascere nelle projezìoni loro certe recìproche re- 
lazioni , le quali son utili y anzi necessarie a conside- 
rarsi ; mentre ne emergono assai belle proprietà geo» 
metriche importantissime alla pratica . 

Esse relazioni consistono principalmente o nel se- 
garsi , o nell’ essere a contatto linee con linee y linee 
con superficie y superficie con altre superficie . 

Sopra l’ intersecazione , ed il contatto di linee con 
linee, stimai <li dover parlare nel Cap. 1! , giacche 
ivi era d’ uopo ragionar intorno alle intersecazioni 
scambievoli delle linee rette , ed agli angoli da esse 
formati . senza di ciò non potendosi progredire alle 
susseguenti dottrine . 

Sopra gli altri due artìcoli delle intersecazioni , 
e dei contatti di linee con superficie , o di superficie 
fra loro , parlo nel Cap. V , avendo posto cura s'c in 
questo, come nel precedente Cap. II di iralbare colali 
argomenti in modo , che allora quanrlo si vorrà trasfe- 
rire aW Analisi i principi così stabiliti, essi possano con- 
venire naturalmente con quelli adottati da La Crang» 
nell’ opera immortale sopra le Fu uziom Analìtiche . 
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Il Capìtolo VI è occupato da una serie di pro- 
"blemì y proposti per esercizio, ed insieme altri desti- 
nati a schiarimento delle cose anzi dette, altri pre- 
messi come fondamenti alle dottrine pratiche, le quor 
li debbon essere spiegate nella seconda parte. 

Incomincio dal tema del Lib. XIII degli elemen- 
ti d' Euclide, che è la costruzione de* cinque solidi re- 
golari , e la ricerca della ragione che hanno i loro 
lati col diametro della sfera circoscritta ed inscrìtta. 

Ai Giovani studiosi che ne faranno esperimento , 
spetta giudicare se gli artìfizj delle proiezioni intro- 
dotti in cotesta parte di Geometrìa , rechino ad essa 
quella chiarezza , e quella facilità che a me sembra 
vedervi . 

Siccome anche alla piramide tetraedra non rego- 
lare si può sempre circoscrivere , ed inscrivere una sfe- 
ra, stimai pertinente al medesimo Gap. VI la risolu- 
zione di questi due problemi . E parendomi che uu 
tale argomento conduca naturalmente alV esame del- 
la dipendenza che hanno fra loro gli elementi d un 
angolo sferico, che è quella apjtunlo , la quale è fra 
gli elementi d' un angolo solido triedro , mi feci a mo- 
strare una maniera di risolvere i cardinali problemi 
di Trigonometria sferica , per mezzo di costruzioni li- 
neari assai semplici , delle quali stimo eh esser possa 
molte volte utile e comodo' T uso, e nelle pratiche di 
Geodesia ^ ed in quelle della Geografia , della Gnomo- 
nica , della Stcreotomia ~ 

La parte che rimane del medesimo Gap . VI ver- 
sa intorno ad esempj d’ intersecazioni , e di contat- 
ti scambievoli fra certe superficie, ed è speeialmen- 
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te ordinata a stahìlìre parecchi teoremi, de’qiinfl ha 
Insogno la F rospetiiva ; nè sò che altri trattati ante- 
riori ne abbiano data contezza . 

Parlo nel Cap. VII dei circoli osculatori, delle 
evolute , e delle evolventi ^ e prescielgo in tali mate- 
rie quei temi, che primieramente essendo dì piu fa- 
cìl uso, recano perciò maggiore e più frequente uti- 
lità nelle pratiche; in secondo luogo, perchè conten- 
gono le nozioni fondamentali , sono principj e scala 
per salire alle altre parti superiori della Scienza geo- 
metrica . 

Cotesti principj ho cercalo di porre in chiaro sen- 
za indurre nelle mie dimostrazioni nè idee di quan- 
tità infinitesime , nè assiomi che siano esclusi dalla 
Teoria soprammentovata delle funzioni . 

Così fatta condizione m’ imposi per non declìncu- 
re dallo scopo propostomi , come accennai di sopra , 
ed oltre a ciò perchè giudico che in altro modo non 
si poteva connettere, senza qualche deformità , il pre- 
sente trattato cogli elementi sìnletìci adottati per que- 
sta R. Scuola , all’ utilità della quale sono principal- 
mente consecrate le mie fatiche , 

E poiché specialmente intorno alle cose dette dal 
Sig. Monge sull’ argomento di questo capitolo , io mi 
trovai obbligato a manifestare alcune rispettose obbie- 
zioni, parmi opportuno , più in questo che in qualun- 
que altro luogo, dichiarare la mia grandissima obbliga- 
zione verso le opere di quest’ Illustre Autore; presso del 
quale io spero che la sincerità di questo tributo ab- 
bia ad essere comprovata da quella, con cui mi sono 
permesso di porre ad esame alcune sue dimostrazioni . 
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Come due specie dì applicazioni occupar devono 
la seconda Parte , che è dedicata alle pratiche , cosi 
dalla natura stessa del suo argomento essa è divisa 
in due libri . 

Tratta il primo del metodo di rappresentare per 
mezzo d’ immagini superficiali un oggetto qualuncpie 
determinato di figura , e di posizione nello spazio ; e 
questo è ufficio della Prospettiva : sia che risguarda- 
re si voglia come arte ^ ponendo mente sol tanto alle 
sue operazioni : sia che risguardisi come scienza , con- 
siderando le teorie per le quali esse operazioni vengo- 
no dimostrate. 

Pochissime altre parti della Fisico-matematica 
Scienza possono vantare nè pili rimota , nè più nobile 
antichità che la Prospettiva . La Grecia ne possede- 
va trattati di Democrito, e di Anassagora , ed in 
Italia quasi innumerabili sono i libri di Prospettiva 
pubblicati dal risorgimento delle lettere fino a' tempi 
nostri , 

Fra tante opere di questa specie a me note, niu- 
na panni nè piu elegante che quella di Giuseppe To- 
relli , del cui nome illustre non meno in Geometria 
che in Letteratura si fregia la mia Patria Fcrona ; 
nè più diligente ed accomodata all'uso universale che 
quella di Eustachio Zanotti Bolognese ; nè più sottile 
ed ingegnosa che quella dell Inglese Taylor . Ciò nulla 
ostante in un campo mietuto da tante mani , e sì va- 
lorose , parmi di aver trovata alcuna spica non in- 
degna d’ esser raccolta , e con qualche speranza di 
frutto seminata nelle scuole ; se pur sarà mai che 
nelle scuole nostre si accetti la massima di quel Panfilo 


Digitized by Google 



)( )( 

insigne Pittore, il quale al pari di Platone esclude-^ 
va dalle sue Lezioni chiunque fosse digiune di Geo^- 
metria . 

Stabilisco brevemente nel Capitolo 1 le nozioni 
generali e dell’ ipotesi che serve di fondamento ad 
ogni metodo di prospettiva , e delle varie modificazio- 
ni che riceve quest' ipotesi, ora per accomodarsi ai bi- 
sogni delle arti, ora per condurre le produzioni pro- 
spettiche piu da vicino alla perfetta imitazione delle 
cose naturali . 

Cerco di determinare con chiarezza V idea che 
aver dobbiamo del grado , cui può gìuguere la detta 
imitazione , e di mostrare le condizioni , secondo le 
quali è lecito tramutare qualunque problema di Pro- 
spettiva lineare in un problema corrispondente di pu- 
ra Geometria . 

Ragionando dì queste cose ho posta speciale at- 
tenzione in definire la natura e V ujfficio di quella li- 
nea, eh’ io nomine col Sig. La Croìx (*) contorno 
apparente, della quale non so che in altri trattati sia 
stato- dimostro adequatamente V uso e V utilità . 

I due Capìtoli //, e HI ccmtengono ì metodi 
pratici della Prospettiva lineare ; cioè il Caqntolo lì 
dichiara quelli appartenenti alla specie di prospetti- 
va, ch’aio nomino paralella, ed il Capitolo ìli espo- 
ne quelli che spettano alla Prospettiva eldamata con- 
corrente . 

Dopo aver insegnate le risoluziom rigorose dei 


{’l Cojaplément dei élémeos do Céonictria . . . n.” ji6. 


Digitized by Google 


)( XIII ){ 

problemi proposti , ho stimato essere cosa non poco 
utile mostrare ancora alcuni espedienti per ottenere 
quel grado di approssimazione che può bastare in 
pratica; i quali espedienti si troveranno in vero al- 
quanto diversi da molte regole , ciecamente ricevute 
dai pratici y ma, per quanto io credo, di quelle assai 
più comodi , e conformi alla verità . 

Non sarà discaro che nella scelta degli esempj 
io preferito abbia quelli che piu frequentemente oc- 
corrono nel dover eseguire i disegni di architettura ; 
e quanto al loro numero , ho voluto schivare il dispen- 
dio d’ un* abbondanza di figure soverchia al bisogno , 
e posi piuttosto la mia attenzione in far sì che appa- 
risca l' uniformità del metodo nelle varie risoluzioni, 
per quanto il comporta la diversa natura dei quesiti . 

I Capitoli IV , e V toccano la parte piu filosofi- 
ca della Prospettiva, mentre nel IV mi faccio ad e- 
snminare più intimamente la relazione che ha V og- 
getto con l'immagine che gli corrisponde, a fine di 
conoscere quando colesta relazione sia così necessaria , 
che per essa arguir possiamo dall immagine le vere 
dimensioni, e la posizione dell oggetto . 

Dalle quali considerazioni nasce l opportunità di 
accennare come giovi talvolta la Prospettiva anche 
nelle operazioni di Geodesia, e come somministri ai 
Geografi il metodo, fino ad ora stimato più acconcio, 
per descrivere le mappe. 

Ma il Gapitolo V versa quasi interamente circa 
un quesito , nella cui risoluzione non sembrano d’ ac- 
cordo ancora i Filosofi, e gli Artisti: ciò è, quali 
siano le condizioni più vantaggiose del cono ottico, e 
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del quadro per V effetto della prospettiva . Sopra di 
che esposi ciò che mi parve conforme alla verità, non 
pretendendo ad altro merito che a quello di averla 
sinceramente cercata . 

Ma V uffizio della Prospettiva lineare è solamene 
te limitato alla determinazione di quello spazio che 
nella superficie del quadro viene occupato dall’imma- 
gine dell’ oggetto . 

L’ immìtazione degli altri accidenti cagionati dal- 
la luco sopra la superficie delle cose visibili, trattone 
la varietà dei colori , benché in gran parte si riferi- 
sca ad un principio che è comune alla Prospettiva li- 
neare , ciò nulla ostante richiede una speciale dot- 
trina, la quale chiamasi dai Pittori Prospettiva 
aerea . 

. Quantunque un trattato di Prospettiva riputar 
non si debba compiuto, se V una e V altra non com- 
prenda delle due parti suddette, cioè tanto la Pro- 
spettiva lineare, quanto l’aerea-, ciò nulla ostante il 
più degli Autori si assolve con accennare appena i 
primi principj , dai quali ripeter si debbono gli acci- 
denti delle ombre , c dei lumi, abbandonando agli am- 
maestramenti dell’ uso il rimanente dell’ istruzione di 
che abbisogna il disegnatore . 

Quelli poi che con alquanto maggior diligenza 
ne trattano, o limitansi alla considerazione di alcu- 
ni casi particolari, o parlano della cosa in modo sì 
oscuro, o imperfetto, che questo argomento può dirsi 
poco meno che intatto . 

Nè gli speciosi titoli, o il tipografico Icnocinio 
d’ alcune opere, anche moderne e recenti , che tratta- 
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no appositamente di queste cose , inganneranno la fidu- 
cia de* giovani mediocremente instrutti nella geome- 
metrìa e nel metodo delle projezioni . Ho già mostra- 
to altrove (*) qual grado di fede prestar si debba 
agli insegnamenti in esse contenuti; e qui basta con- 
venire sul giusto merito loro , che è di aver insinuato 
in molte scuole V amore dell* esattezza ^ ed il deside- 
rio d’ istruire la Gioventù, per principj . 

Considero adunque nel Capitolo VI gli accidenti 
delle ombre, distinguendole in due specie: altre dette 
solamente ombre, e per maggior distinzione io le no- 
mino ombre proprie, le quali nascono sopra la super- 
ficie de’ corpi, non da altra causa che dalla figura 
di essi, e dalle condizioni del lume che gli investe ; 
altre diconsi sbattimenti owero, ombre projette, om- 
bre portate, perchè derivano, e sono come lanciate da 
un oggetto sopra la superficie d’ un altro , sul quale il 
primo impedisce che arrivino i raggi della luce ad 
esso indiritti . 

Se nelle condizioni del lume non ho mai prescrìt- 
to veruna particolare misura all* inclinazione de’ rag- 
gi coi piani coordinati, non è solamente a fine di 
rendere genertdi le risoluzioni dei problemi proposti ; 
ma ebbi in animo ancora di contraddire a quella 
massima, che ponendo le projezioni d’ un ràggio am- 
bedue inclinate secondo un angolo semiretto alla co- 
mune intersecazione dei due piani coordinati , V effet- 
to del chiaro scuro debba riescire più vago . 


(*) Problema Grafico . . . T> XIII de^li alti della Soc> Ito!. 
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Queste condizioni non altro ejfetto producono che 
agevolare alcune pratiche assai limitate, tanto che 
possano eseguirsi anche da tali disegnatori , i quali non 
intendano la ragione del loro operare; e se alcuna 
utilità v’ è in quest’ effetto, ella di gran lunga è su- 
.perata dal pregiudizio che ne viene lusingando la pi- 
grizia , e V ignoranza . 

Qual parte abbiano le penembre negli accidenti del 
chiaroscuro ; con quali leggi debbano variare ; in 
quali termini sìa possibile, ed utile valersi della Geo- 
metria per imitar quelle leggi ; ciò forma il sogget- 
to del Capitolo VII . Parla il Capìtolo Vili dei sus- 
sidj che possiamo legìttimamente dimandare alla Geo- 
metria per regolare le gradazioni dei lumi nei dise- 
gni . Sopra di che procurai dì porre in chiaro quelle 
sole poche teorìe , le quali aprono V ingresso a qua- 
lunque piu curiosa ricerca in cotesta materia . Ma il 
mio fine principale fu di presentarle in quell’ aspet- 
to, dal quale penso che raccoglier si possa più fede- 
le, e più pronto lume per dirigere V artista nell’ osser- 
vazione dei fenomeni naturali: primo ed ultimo mez- 
zo, sempre sicuro, col quale egli deve perfezionare la 
propria istruzione . 

Parrà strano che nel Lib. II composto di poche 
pagine, io trascorra le dottrine stereotomiche spettan- 
ti all’ arte di formare i cunei per la fabbricazione 
delle Volte . 

Imperciocché ognun sa che questa materia trat- 
tata classicamente dal celebre Frèzier , per tacere di 
molti altri autori francesi , occupa quasi interi tre 
ben grossi volumi . Ma si osserverà in primo luogo 
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che avendo io ordinate atiche a ques€ argomento di 
applicazione le teorie della prima parte, ho disgom- 
bra così da molte difficoltà la via che mi restava a 
percorrere , ed ho tolto il bisogno dì lunghe digressio- 
ni dalle dottrine pratiche alle teorie corrispondenti . 
In secondo luogo non è mio proposito di entrare nelle 
più minute, e meccaniche parti, come se avessi ad 
instituire non solo V architetto che dee diriger l’ ope- 
ra, ma ancora l’artefice che deve eseguirla . 

Intendo soltanto di far vedere come servano i 
metodi delle projezioni quando ad un solido si vuol 
dure una determinata figura; e presi come esempio 
d’ ogni altro più utile ed opportuno un soggetto così 
importante per V architettura , sopra del quale non 
so che altro italiano autore siasi occupato, se voglia- 
si eccettuare Giovanni Borra, il quale assai scarsa- 
mente ne parla , (*) scostandosi non poco da quella 
esattezza matematica che V importanza dell’ argomen- 
to sembra richiedere . 

Credo pertanto di aver soddisfatto all’ assunto 
mio proponendo alcune regole generali nel Capitolo I , 
e negli altri nove successivi mostrandone V applicazio- 
ne, sempre uniforme , agli esempj di tutte quelle spe- 
cie di Volte che sono più frequentemente usate con 
approvazione nell’ italiana architettura . 

Può la mia intenzione andar fallita, ma certa- 
mente posi ogni cura perchè la detta uniformità re- 
gni manifesta in tutte le risoluzioni de’ varj quesiti , 


(*) Trattato della cognizione pratica delle resistenze ec. 
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pensando che in tal modo, senza stancar V attenzione 
con infinite n^wzie, chiunque avrà intesa la sostan- 
za dei metodi eh’ io propongo , sarà abile a risolvere 
le difficoltà di qualunque altro problema da me non 
tocco sia per occorrere in pratica . 

Sebbene sia diffidi cosa soddisfare insieme e aW 
impazienza dei pratici , ed alla sottigliezza degli altri 
che preferiscono la speculazione astratta, io non l-a- 
sderò di desiderare benigni i suffragi di questi , e di 
quelli; e vorrei pure che i primi s’ invogliassero di 
conoscere i prlncipj geometrici dell’ arte loro; i secondi 
s’ inducessero talvolta a discendere dalle astratte con- 
templazioni agli utili studj degli usi che queste posso- 
no avere . Col desiderio di promovere in tal maniera 
V industria nazionale, intendo di rendere quel piu so- 
lenne omaggio e sincero che per me si possa , alla cle- 
menza di S. M. I. e li., e dell’ Augusto Principe che 
la rappresenta, cui piacque impiegare l’ opera mia 
in un Istituto favorito ed onorato dalla regia muni- 
fica predilezione . 


ì 
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Si potrà esprimere graficamente, cioè per mezzo di descri- 
zioni lineari eseguite sopra una o più superfìcie, la forma, 
la grandezza, e la posizione di un solido determinato nello 
spazio, allorcbè sappiasi esprimere la forma, la grandezza, e 
la posizione della superfìcie che lo termina . 

Puossi considerare una superficie qualunque come descritta 
o percorsa da una linea la quale si mova con una data leg- 
ge, e durante il suo movimento , o conservi immutata, o mu- 
ti continuamente, se è d’uopo, la sua figura con una legge 
data . 

Prendiamo ad esempio una superficie conica di base cir- 
colare . Noi potremo concepire che sia descritta o percorsa 
da una retta linea, la quale, mantenendo fermo un suo pun- 
to nel vertice di quella superfìcie, e scorrendo la circonfe- 
renza della sua base circolare, giri tutto intorno finché sia 
ritornata al luogo ov’ebbe principio il suo moto. In tal maniera 
la retta descrive, o percorre, o genera, come suol dirsi, la su- 
perficie conica, e frattanto serba immutata la propria figura , 
giacché supponghiamo che non si muti nè la forma di retta 
linea, né la lunghezza finita, o indefinita, secondo che sarà 
data. Ora fìngiamo che il centro della base circolare scorra 
sulla retta che lo congiunge col vertice, cioè sull’asse della 
superficie conica . Frattanto il piano della base sia sempre 
paralello alla sua prima posizione, e la circonferenza varii 
continuamente con questa legge, che il suo diametro si tro- 
vi sempre proporzionale alla distanza del centro dal vertice, 
tal che, supponendo che la base si accosti continuamente al 

Parte I. i 
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vpitice, dovrà continuamente scemare il suo diametro, essendo 
il diametro che avrà in una posizione al diametro che avrà 
in un’altra consecutiva, come la distanza del centro nella pri- 
ma posizione alla distanza che avrà nella seconda dal verti- 
ce predetto . 

Ciò posto, la variante circonferenza del circolo mobile 
si troverà senrpre nella supposta superficie conica, ed in tal 
modo può dirsi che questa è descritta, o generata dalla cir- 
conferenza mobile, la quale nel suo movimento soggiace alla 
variazione che abbiamo determinato . 

Sarà dunque espressa la forma, la grandezza, e la posi- 
zione d’una superficie determinata, se esprimasi la forma d’una 
linea generatrice, ed insieme la legge cui deve ubbidire nel 
suo movimento, e quella cui soggiace colle sue variazioni 
durante il movimento medesimo , 

Ogni linea puossi considerare descritta, o generata da 
un punto, il quale si mova nello spazio con una legge data. 
Adunque si esprimerà graficamente la forma, la grandezza , 
o la lunghezza, e la posizione di una linea se esprimasi ogni 
posizione in cui deve trovarsi il punto descrittore o genera- 
tore della linea medesima . 

Per la qual cosa è conveniente mostrar da principio co- 
me si esprima la posizione di un punto nello spazio; poi co- 
me esprimasi la forma, grandezza, c posizione d’una linea; 
finalmente come esprimasi la forma, grandezza, e posizione 
d’ una superficie , 

CAPITOLO I. 

Del Punto . 

5- I. Concepiamo tre piani i quali si taglino scambie- 
volmente. Questi formeranno otto angoli solidi intorno al lo- 
ro punto comune, e l’immensità dello spazio sarà per quegli 
angoli distinta in otto regioni, onde qualunque punto asse- 
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gnabile nello spazio o sarà contenuto entro uno degli indi- Fig. i 
cati angoli solidi, o in uno dei tre piani che li comprendo- 
no. Rappresentiamo in O il punto comune a questi tre pia- 
ni, e sia la retta XZ l’intersecazione del primo, determinato 
dai tre punti Z,X,V col secondo, determinato dai tre punti 
Z,X,Y. La YY' sia r intersecazione del secondo col terzo, de- 
terminato dai tre punti V, V', Y. La VV' sia l’ intersecazione del 
primo col terzo. Nominiamo per brevità I® , 11°, III° i detti 
piani, rispettivamente, e tutti insieme dicansi fra loro coor- 
dinati . 

Ora fingasi un punto nello spazio, e da esso condotta 
ad incontrare ciascun piano coordinato una retta paralella 
alla intersecazione degli altri due. Chiamiamo pare fra loro 
coordinate coteste rette . È manifesto che se da un altro 
punto dello spazio, costituito nella medesima regione, cioè 
nel medesimo angolo solido in cui fu posto il primo, sian 
condotte similmente le rispettive coordinate, queste saranno 
o tutte, o in parte diverse dalle prime, altrimenti il secon- 
do punto coinciderebbe col primo, contro la nostra ipotesi . 

Che se pure le coordinate relative ad un altro punto dello 
spazio siano ordinatamente eguali in lunghezza a quelle del 
primo , e non pertanto cotesti due punti siano diversi, do- 
vrà necessariamente uno di essi giacere in una delle otto re- 
gioni, e l’altro in un’altra . 

Ciò posto, se ad un punto unico dello spazio deve ap- 
partenere un dato sistema di coordinate, ne segue che date 
le tre coordinate, ed assegnata da qual parte ciascheduna di 
esse debba essere costituita per rispetto al piano che deve 
incontrare, la posizione del punto relativo a queste coordi- 
nate sarà pienamente determinata . 

Possiamo rappresentare in n l’ immaginato punto obbiet- 
tivo e le tre rette n/>, VLp\ Vip” rappresenteranno le tre coor- 
dinata, delle quali la n/>, si riferisce al piano 1° , la Vip' al 
piano II®, la n/>” al III®. I punti p t p\ p” si chiamino pro- 
jezioni del punto obbiettivo n . 
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Per ciasclicduiia coppia \{p — T[p, II// — II//', n/>— II//' si 
conduca un j)iano, che dovrà essere paralello ad' uno dei tre 
piatii coordinati . In tal modo avremo tre nuovi piani npp' , 
T\p'p", n/>//' che hanno comune il punto obbiettivo n, e dalla 
combinazione di essi coi tre piani coordinati nasce il para- 
lellepipcdo espresso nella Fig. i. Adunque la retta OY egua- 
glia la IT/>, la OV eguaglia la n//, la OK eguaglia la Tip", e 
la posizione rispettiva delle OK , OV , OY è simile alla po- 
sizione rispettiva delle Tip", 11//, Tlp‘, perciò le tre precedenti 
si assumono in luogo delle tre coordinate Up", II//, Hp . 

Essendo paralellogrammo il quadrilatero OK/>V, e perciò 
OK eguale e paralella alla Np , come K/; eguale c paralclla 
alla OV , il punto p è determinato quando siano determina- 
te le due rette OK , OV . Similmente si vede essere deter- 
minato il punto p‘ per le due OK , OY , e così il punto p" 
per le due OV , OY . Adunque sopra ciaschedim plano coor- 
dinato è determinata la projezione del punto obbiettivo per 
le due coordinate riferite agli altri due piani . 

Per converso , essendo data la projezione del punto ob- 
biettivo sopra un piano coordinato , saranno per essa deter- 
minate- le due coordinate che riferisconsi agli altri due pia- 
ni . Imperciocché è manifesto che, dato sul piano I® il pun- 
to p come projezione d’un punto obbiettivo, sono determina- 
te le due />K , /vV, e lo stesso diciamo rispetto alle projezioni 
date sugli altri piani II® e IIP. Adunque due projezioni d’un. 
medesimo punto obbiettivo , date su due piani coordinati , de- 
terminan le tre coordinate di quel punto e quindi esprimono 
la sua posizione nello spazio . 

§. a. Immaginiamo che il piano IP, rotando intorno al- 
la XZ, venga a porsi sul piano P in modo che ambedue for- 
mino un solo e medesimo piano , ciò che si rappresenta nel- 
la Fig. a. 

Fig- 2 . Rimanendo determinati in questi due piani i punti p e 
/>' rispettivamente alla XZ , che tuttavia rappresenta la comu- 
ne sezione dei piani P e IP, alla VV' che rappresenta la co- 
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mime sezione dei piani I" e III® , alla YY' che rappresenta 
la comune sezione dei piani II" e III®, quei punti medesi- 
mi p , p' non cesseranno di significare le medesime cose di 
prima . In fatti, conducendo pel punto/» la pK paralella alla 
OV e la p\ paralella alla OZ , saranno determinate le due pK, 
pY che sono le due coordinate del punto obbiettivo riferi- 
te ai piani II® e III®, rispettivamente; cosi per la descri- 
zione della p'K è manifesto che si determina la terza coor- 
dinata riferita al piano I® . Dunque abbiamo espresso nella 
Fig. a tutto ciò che è necessario per determinare la posizio- 
ne del punto obbiettivo corrisjwndente alle due proiezioni 
p,p. ►- 

E per mettere maggiormente la cosa in chiaro diremo che 
il punto p , dato come projezione sul piano I®, ci mostra do- 
ver essere il punto obbiettivo in una retta che passa per p 
ed è paralella alla comune sezione dei due piani II* e III® 
allorché sono costituiti nella vera posizione loro , come si rap- 
presenta nella Fig. I. La descrizione poi dell’ altra projezio- 
ne p' e della retta p'K , per essa determinata , significa che 
il punto obbiettivo si trova nella mentovata retta che passa 
per /» , è posto a tale distanza dalla projezione p quant’ è la 
lunghezza //'K, ed è costituito dalla parte superiore del pia- 
no I® rappresentato in quello della Fig. a . Che se il punto 
olibiettivo fosse posto dall’ altra parte del piano I* , questa 
circostanza sarebbe stata indicata dal trovarsi il punto p' dal- 
la parte opposta rispetto alla retta XZ , cioè nel prolungamen- 
to della p'K oltre K . 

Ciò che fu detto delle projezioui date sui due piani I* 
e II® conviene pure c al caso che sian date sui due piani I® 
e III®, e al caso che siano date sui due II® e IH®. Laonde 
la posizione di un punto può essere completamente espressa 
per descrizioni eseguite sopra un solo piano , come dimostra 
la Fig. a . 

5 . 3. Rappresentando XZ la comune sezione dei due 
piani I® e II®, ciascheduna delle due parti, nelle quali es- 
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sa divide il piano della figura, ha doppio ufficio . Ed in ve- 
ro la parte X/>Z che rappresenta immediatamente il piano I®, 
c contiene le projezioni dei punti che sono dalla parte ante- 
riore per rispetto al piano II®, non potrà contenere quelle 
dei punti che sono dalla parte posteriore di esso . Le proje- 
zioni di cotali punti , se fossero descritte sul piano I® , do- 
vrebbero cadere nel suo prolungamento oltre la retta XZ po- 
steriormente al piano II®, e perciò, allorché questi due pia- 
ni scambievolmente si adattano nella maniera che fu indica- 
ta 5- ^ ^ dette projezioni verrebbero nella parte X/>'Z del 
piano di descrizione, dalla quale si rappresenta immediata- 
mente il plano ir . Quella par^^ medesima \p'Z rappresen- 
terà dunque ad un’ ora ed il piano II" ed il prolungamento 
del piano I® posteriormente al II® . In modo simile si dimo- 
stra che avendovi alcun punto obbiettivo collocato inferior- 
mente per rispetto al piano I® , la sua projezione sul piano 
II* verrebbe a cadere uella parte ~SpZ del piano di descrizio- 
ne , la quale rappresenta immediatamente il piano I® ; ma 
rappresenta ancora il prolungamento del piano II® oltre la 
XZ al di sotto del piano I® . Adunque in ciascheduna delle 
due parti XpZ , \p'Z potranno cadere e le projezioni spettan- 
ti al piano eh’ essa immediatamente rappresenta , e quelle 
che spettano al prolungamento del piano rappresentato im- 
mediatamente dall’altra parte. Nascerà dunque incertezza se 
le projezioni descritte in una delle due parti predette si deb- 
bano riferire più veramente all’ uno che all’altro dei due pia- 
ni coordinati . Perciò conviene trovare una maniera di toglie- 
re r equivoco ; al qual uopo basterà opportunamente la sem- 
plice convenzione che sian notati con lettere majuscole i pun- 
ti i quali debbonsi intendere nel piano I® , qualunque sia 
la parte del piano di descrizione ove cadono , e con lettere 
minuscole si notin quelli che dobbiamo intendere sul piano 
II® . Occorrendo poi la necessità di far uso ancora del pia- 
no III® , le projezioni dei medesimi punti si noteranno colle 
medesime lettere minori adoperate nel piano II* e vi si ag- 
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giu^ncrà il contrassegno d’una lineetta o d’ un apice secondo 
s eggasi più comodo . 

Per condurre nel debito modo le coordinate pYi , pN e 
determinare le lunghezze loro , essendo date le due projezio- 
ni p, p' del punto obbiettivo, è necessario che oltre alla XZ 
sia descritta una delle due rette OY, OV. Ma la posizione re- 
ciproca delle rette OK , OV, OY intorno al punto 0 dipen- 
de dalla inclinazione scambievole dei piani coordinati , che 
può variare indefinitamente . Affinchè dunque non sia mestie- 
ri annunziare in ogni caso particolare le condizioni arbitrarie 
dei piani coordinati , si convenne di intenderli sempre noi^ 
mali scambievolmente fra loi'o , quando non v’ abbia espres- 
so avviso di qualche ipotesi differente . In questo sistema le 
coordinate dei punti obbiettivi eguagliano le rispettive distan- 
ze di essi dai piani coordinati , e le XZ , W' si trovano ad 
angoli retti , onde rettangolo diviene il paralellogrammo Op 
della Fig. a , e quindi le due coordinate pK , K/>', le quali 
incontrano in K la comune sezione XZ , costituiscono una so- 
la e medesima retta allorché i due piani 1“ e IP sono col- 
locati nella maniera indicata dal §. a. Adunque se p e p' sia- 
no, Fig. 3, le proiezioni di un medesimo punto obbiettivo, la Fig. 3 
retta pp‘ dovrà segare ad angoli retti in K la comune sezio- 
ne XZ , Le projezioni descritte in quest’ ipotesi cliiamansi ret- . 
te per distinguerle dalle altre dette oblique, ma per 1’ am- 
messa convenzione dei piani normali si fa uso ordinariamen- 
te delle projezioni rette , e chiamansi semplicemente proje- 
zioni , quando non abbiavi eccezione particolare ed espressa 
per la quale convenga adoperare le oblique . 

S- 4- Unico è il punto dello spazio cori'ispondente a due 
date projezioni /?,/?'; ma da ciò non segue che in generale 
bastino sempre le projezioni date sopra due piani coordinati 
per determinare qualunque sistema di punti obbiettivi, co- 
me alcuno ha pronunziato, mostrando di non badare quanto 
conviene all’ ufficio del terzo piano . 

Siali proposti i punti C , D sul piano I® ed i corris- Fig. 4 
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ponderiti /», c, d sul II®, come projczioni di punti obbiettivi 
determinati nello spazio . Suppongo che la retta la quale uni- 
sce i due P , /r sia normale alla comune sezione XZ in K, e 
quella che unisce i due C, c sia pure normale in M alla stes- 
sa XZ, e passi ancora pei due rimanenti D, d. E manifesto 
che un punto obbiettivo si determina dalle due projezioni 
P,/7, e due punti obbiettivi, almeno, sono rappresentati dal- 
le rimanenti projezioni C, D, c, d\ ma questa rappresenta- 
zione grafica da per se sola non esprime se la projezione C 
sul piano I® debba essere combinata coll’ una o coll’ altra 
delle due c, c/, date sul piano II®. Supponghiamo descritte 
ancora sui piano IH® le projezioni di t{uei medesimi punti 
obbiettivi che devono corrispondere alle già dateC,D, c, </, 
e , rotando il piano III® intorno alla sua comune sezione col 
I®, venga ad applicarsi sopra di esso, ed in tal posizione sia 
rappresentato nella parte XOV del piano di descrizione . Sia- 
no c\ d le projezioni rispettive dei punti menzionati, e la 
retta la quale unisce i due punti C, c' dovrà esser normale 
in un punto N alla OV, come pure normale a cpiesta sarà 
in un punto Q la retta che unisce i due punti D , J 3 . 
Ciascheduna poi delle due coordinate Nc', QJ’ deve eguaglia- 
re una delle due Me, 5* Supponendo dunque che la 
Nc’ eguagli la Me, e la Qd’ eguagli la MJ, sarà tolto ogni 
dubbio, conoscendosi che le due projezioni C, c vanno in- 
sieme combinate, e per conseguenza combinate pure insieme 
le due D, z? . 

5-5. Le due projezioni che appartengono ad un mede- 
simo punto obbiettivo soglion esser notate con lettere cogno- 
mini, una majiiscola, e l’altra minuscola, come appunto le 
C, c. Coll’osservanza di questa regola si toglie per lo più 
il dubbio ora accennato, e rendesi perciò superflua la descri- 
zione sul piano III®. Ma appunto il bisogno di cotale espe- 
diente prova l’insufficienza delle due ]>rojezioni a rappresen- 
tare , in generale, qualunque sistema di punti obbiettivi, la 
qual cosa sarà osservata altre volte in progresso . 

S- 6. 
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6. I piani coordinati che abbiamo immaginato pos- 
sono esistere in realtà, come il piano d’ un pavimento, d’una 
parete, e simili, o pure, sebben non esistano materialmente, 
possono tuttavia essere determinati in modo da conoscere le 
distanze cbe ha da essi qualunque punto assegnabile nello 
spazio. A cagion d’ esempio il piano orizzontale rispettivo 
ad un punto della superficie terrestre può corrispondere a 
quello che abbiam chiamato piano I*. Sopra di esso possia- 
mo stabilire due piani vertirali e fra loro perpendicolari, i 
quali, ancorché non esistano efl'ettivamente, posson essere ciò 
nulla ostante determinati di posizione determinando le due 
rette ove tagliano il supposto piano orizzontale. Uno di que* 
stì due piani corrisponderà a quello cbe abbiam chiamato pia> 
no II® e r altro a quello chiamato piano III® . Volendo dun- 
que rappresentare sopra un piano di descrizione i tre pre- 
detti piani ai quali intendiamo riferiti i punti delio spazio , 
se il piano di descrizione sia, come nei nostri esempj , un 
foglio di carta, esso rappresenterà immediatamente il piano 
I® e descrittavi sopra una linea retta XZ Fig. 4- » questa 4 
rappresenterà 1’ intersecazione del supposto piano orizzontale 
con uno dei verticali che potrà essere il II®. Preso poscia nel- 
la XZ un punto arbitrario O , ci rappresenterà quello ove 
scambievolmente si tagliano le due rette d’intersecazione 
degli immaginati piani II* e III® col I*. 

Ciò premesso , assumeremo un modulo che rappresenti 
quello col quale furono misurate le distanze dei punti ob- 
biettivi dai tre piani coordinati . Siano a, ò, c le distanze di 
uno qualsivoglia tra questi punti, la prima relativa al piano 
I®, la seconda al II®, la terza al III® . Sul nostro modulo, o 
scala della descrizione prenderemo tre misure a', b\ c pro- 
porzionali ordinatamente alle tre a, b-, c, e principiando dal 
punto O porremo OK eguale alla c'; descritta una retta in- 
definita normale in K alla XZ, prenderemo sopra di essa la 
misura K p eguale alla «' c la K P eguale alla b' . I due pun- 
ti P, p rappresenteranno esattamente la posizione del puntò 

Parte I. a 
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obbiettivo, come si rende manifesto da tatto ciò che fu det- 
to precedentemente . Per queste ragioni a’ intenderà sempre 
in avvenire che il piano di descrizione sia quello die- rap^ 
presenta il piano 1" . Piano li* si dirà quello che insiste al 
1° sulla XZ, e piano III* quello che s’intende condotto per 
0 normale ai due precedenti . Per agevolare il discorso con- 
giungeremo con una lineetta orizzontale quelle due lettere 
che denotano due projezioni di un medesimo punto obbietti- 
vo , cioè scrivendo P — p si mostrerà che due punti P , /» 
sono projezioni di un punto obbiettivo per esse determina- 
to . 


CAPITOLO II. 

Della Linea . 

/ 

5- 7- Fingo proposta una linea qualunque nello spazio, 
Fig. 5 ed immagino una retta mobile sotto queste condizioni , cioè 
che la sua direzione sia sempre normale ad uno dei piani 
coordinati , ponghiamo al piano I®, ed inoltre la sua lunghez- 
za varii continuamente come è mestieri perchè, un suo estre- 
mo essendo sempre nel detto piano 1", 1’ altro estremo scor- 
ra tutta la linea obbiettiva. Adunque mentre qtiest’ estremo 
descrive l’ obbiettiva, l’altro descriverà una linea sul piano 
I®, che sarà projezione dell’obbiettiva medesima , giacché ogni 
punto assegnabile in questa avrà sul piano I* la sua projezio- 
ne nell’altra. Osserviamo pure che il punto descrittore dcl- 
1’ obbiettiva e la corrispondente projezione di esso trovansi 
sempre ad eguali distanze dal piano II® e ad eguali distanze 
dal piano III®, e perciò quando sia nota la legge con cui si 
corrispondono le coordinate del punto descrittore riferite ai 
due piani II® e III®, si avrà quant’c d’ uopo per descrivere 
sul piano 1® la projezione dell’ obbiettiva . In fatti assegnia- 
mo ad arbìtrio quante coordinate si voglia Oa, Oa\ Oa", ec. 
riferite al piano III®, e per la data legge verranno deternii- 
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nate le corrispondenti aP, aT’, a'T" ec. riferite al piano II*. 
Adunque saranno determinati sul piano I* quanti punti si vo- 
glia P, P', P" ec. tutti spettanti alla projezione cercata . Si- 
milmente essendo data la legge con cui si corrispondono le 
coordinate riferite ai due piani I* e III*, potremo descrive- 
re la projezione sul II*. Imperocché dalla mentovata seconda 
legge verranno determinate le ap , cip , «"/>" ec. corrispon- 
denti alle già date Oa, Oa' , Oa" ec. , onde avremo quanti 
punti si voglia della seconda projezione p p’ p" ec., e simil- 
mente concludasi della projezione che può essere descritta 
sul piano III* . 

Nel complesso dei dati pei quali è determinata una li- 
nea, di forma, grandezza, e posizione, deve essere contenu- 
ta r espressione della legge secondo la quale si corrispondo- 
no le coordinate variabili del punto descrittore o generatore 
combinate a due a due, e quindi se la linea obbiettiva è com- 
piutamente determinata, i dati debbono contenere tutte le no- 
zioni che son necessarie per costruire ciascuna projezione di 
essa , siccome , reciprocamente , V obbiettiva è determinata 
dalle sue tre proiezioni . 

5 . 8. Egli è ben vero che d’ ordinario si rappresenta 
una linea con due sole projezioni ; ma da ciò non si deve 
inferire che la terza projezione sia , generalmente , superflua . 
La prova di questa proposizione fu già data nel 5- 4-» 
nulla ostante riprodurremo sott’ altro aspetto il medesimo 
esempio a maggior comodo di quelli che non hanno 1’ im- 
maginazione prontissima in cotali materie . 

Siano dunque descritte le due projezioni PP'P" ec. — 
pp'p" ec. d’una linea e, a.ssegnato nella prima di queste pro- 
jezioni un punto P , sarà desso la projezione sul piano I® d’un 
pnnto corrispondente nell’ obbiettiva §. 3. Per trovare le tre 
coordinate di cotal punto si condurrà per P una retta Yap 
normale alla comune sezione XZ , producendola a segare in p 
la seconda projezione pp'p" ec.; ed accadendo solamente in p 
la intersecazione delia retta Po/» colla linea pp'p" ec., non. è du^ 
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I)io che sia p la projnzione spronila corrispondente alla pri- 
ma P e qiiiniii sarà dalle projezioni P~p determinato un pun. 
to dell’ obbiettiva, il quale avrà le coordinate Oa, aP, ap . 
Se dunque, nel modo stesso, a tutti i punti assegnabili sulla 
projezione P P'P" ec. si possa trovare i corrispondenti nella 
projezione/^///»" ec. , 1’ obbiettiva sarà determinata dalle due 
projezioni perchè ogni suo punto è per esse de'^erminato . 
fig* 6 ì\Ia passiamo ora alla Fig. 6 , cve assegnando un punto P' sul- 
la prima projezione P P'P" ec. e conducendo per esso la ret- 
ta Va' normale alla XZ , il prolungamento di questa retta va 
a segare in due punti p’,p” la seconda projezione pp'p" ec. 
E dunque incerto se la projezione P' debba esser combinata 
colla p' o colla p" ; anzi , poiché la retta a'P', prolungata ol- 
tre P’, va a segare in un altro punto P" la stessa projezione 
PP'P" ec., ne viene che tanto P', quanto P" potrebbero es- 
sere combinati con ciasclieduno dei due p’ ,p" ,, nè potrà es- 
ser tolto il dubbio senza l’ intervento della terza projezione 
o di qualche dato equivalente , come quello che fu indicato 
nel 5- 5 » secondo il quale dobbiamo concludere nelPesempio 
nostro che l’arco dell’ obbiettiva proiettato in P'P" sul pia- 
no 1 ® ha sul piano II® le projezioni de’ suol termini nei pun- 
ti corrispondenti p' , , e da ciò essendo indicata la posi- 

zione della linea obbiettiva , potremo determinare ogn’ altro 
suo punto . 

5. 9. Premesse queste nozioni generali, sia stabilito che 
per indicare due projezioni d’ una linea obbiettiva useremo 
una linea orizzontale frapposta ai due sistemi di lettere per 
le quali son nominate le due projezioni . Così nell’ esempio 
nostro, scrivendo PP'P"— si viene ad indicare che le due 
linee PP'P" ec. , pp'p" ec. sono projezioni d’ una medesima 
obbiettiva . Ciò posto , passiamo a considerare il caso cho 
l’ obbiettiva sia una retta . 

5. IO. Pongasi primamente che la retta obbiettiva sia 
finita . E perchè unica è la retta la quale unisce due punti 
dati , è chiaro che questa sarà determinala quando siano de- 
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terminati di posizione i suoi estremi . In oltre , applicata al 
caso presente la supposizione che abhiam fatto nel §, 7 , l’im- 
maginata retta mobilcj che descrive la projezione dell’ obbiet- 
tiva , si troverà sempre in un medesimo piano condotto per 
r obbiettiva e perpendicolare al piano sul quale fingiamo de- 
scritta la projezione . Questa sarà dunque nella retta ove il 
piano immaginato sega il piano della projezione ; ma questa 
medesima projezione dovrà essere terminata in que’ punti ove 
sono projettati i due estremi dell’ obbiettiva ; dunque , de- 
scritte le projezioni di cotesti termini , Li retta che le con- 
giunge sarà projezione dell’ obbiettiva . 

Che se dessa è indefinita nella sua lunghezza, pure in- 
definita sarà, generalmente , la projezione e questa si deter- 
minerà per le projezioni di due punti assegnati ad arbitrio 
nell’ obbiettiva : dico poi generalmente perchè la projezione 
di una retta sopra un piano può divenire un punto , cioè nel 
caso che la retta sia normale al piano della projezione . 

Se due projezioni di una retta obbiettiva non siati nor- 
mali alla comune sezione dei due piani coordinati sui quali 
son date , basteranno ad esprimere compiutamente le condi- 
zioni dell’ obbiettiva , perchè una retta normale alla men- 
zionata comune sezione non potrà incontrare in più d’un pun- 
to ciascheduna delle due projezioni, onde , per ciò che ve- 
demmo nel §.3, ogni punto dell’ obbietti va sarà determina- 
to . Ma può avvenire che ambedue le projezioni riescano per- 
pendicolari alla detta comune sezione, ed allora si conlondo- 
uo in una sola e medesima retta, nè potranno esprimere le 
condizioni tutte dell’ obbiettiva , ma sarà necessaria la pro- 
jezione del piano IH®, o qualche indicazione equivalente . 

1 1 . Date sopra i due piani 1® e 11“ le projezioni PF— />/?' Fig, 7 
di una retta, si dimanda i* il punto d’incontro, a“ l’ango- 
lo della sua inclinazione con ciascun piano coordinato, 3® 
la sua lunghezza reale . 

I.® Prodotta la projezione fino a segare in a" la co- 
mune sezione XZ, si conduca per a" la retta a"Q perpendicoKi- 
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re alla stessa XZ, prodacendola finché incontri in Q la PT» 
prolungata anch’ essa se sia mestieri; dico essere Q il punto 
dove r obbiettiva incontra il piano I* . 

Imperciocché essendo questo punto nel piano I®, se vogliasi 
avere la sua projezione sul piano II®, dovrà essa trovarsi nella 
retta XZ, nella quale sono le projezioni sul piano II" di tut- 
ti i punti assegnabili nel piano 1" i • Ma la projezione pre- 
detta dev’ essere ancora nella p'p io. Dunque sarà comu- 
ne e alla stessa p'p ed alla XZ , ciò che non può avverarsi 
«e non pel punto a". Sarà dunque a" la projezione sul pia- 
no II" del punto d’incontro cercato . II punto stesso deve 
quindi trovarsi nella retta a"8 . Ma si deve trovare ancora 
nella P'P ; dunque sarà in 8 . 

2 . " Pel punto P' sia condotta normale alla retta PP' la 
P'n' ed eguale alla distanza a'y?’ del punto p' dalla XZ . Si 
tiri la retta 8n', e sarà l’angolo n'8P' misura dell’inclina- 
zione che ha 1’ obbiettiva col piano 1". 

Imperciocché immaginiamo che il triangolo SllT', rotan- 
do intorno alla sua base 8 P', si elevi col proprio piano ad 
angoli retti sul piano I". Divenuta normale ad esso la P'n', il 
punto n' coinciderà con quello che è determinato dalle pro- 
iezioni V—p'. Perciò la retta n'8 coinciderà coll’ obbiettiva. 
Ma nell’ immaginata posizione la n'8 forma 1’ angolo d’ in- 
clinazione n'aP' col piano 1"; dunque ancora 1’ obbiettiva sa- 
rà ad esso inclinata secondo il detto angolo . 

3. " Posta la costruzione precedente, pel punto P si con- 
duca normale alla P'8 la Pn che incontri in IT la ll’8 ; di- 
co essere la retta n' n eguale in lunghezza all’ obbiettiva . 

Imperciocché, rimettendo il triangolo n'aP* nella posi- 
zione precedentemente indicata, allorché il punto n' coinci- 
derà coll’estremo dell’ obbiettiva projettato in P'— />', anco- 
ra il punto n coinciderà manifestamente coll’ estremo pro- 
jettato in P— /> . Dunque la n' Il coinciderà coll’ obbiettiva 
e quindi la eguaglierà in lunghezza . 

Le medesime costruzioni si eseguiranno relativamente a 
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ciascuno degli altri plani. E per quanto spetta alla detenni, 
nazione della lunghezza, si osservi in primo luogo che la ret. 

(a Pn riesce necessariamente eguale alla a p \ 2 l quale misu- 
ra la distanza della projezione dalla XZ . Perciò, tirando 
per n una retta n n" paralella alla PP", si formerà il triangolo 
rettangolo n n' n" ove la n' tl è l’ipotenusa, la n 11% eguale alla 
P P' è un cateto , e la n' n " è l’ altro cateto , il quale eguae 
glia la differenza delle due a'jt»' , ap , cioè delle due coor* 
dinate degli «stremi riferite al piano 1°, relativamente al qua^ 
le fu eseguito il problema . In sìmil modo, condotta per P 
una paralella alla a a', si formerà un triangolo rettangolo , 
in cui P P’ sarà ipotenusa, un cateto eguaglierà la aa, cioè 
la differenza delle due coordinate Oa' , Oa riferite al pia> 
no III®, r altro cateto poi eguaglierà la differenza delle due 
a' P*, a P che sono le due coordinate riferite al piano II* . 
Adunque il quadrato della n n', cioè deW obbiettiva , egua- 
glia la somma dei quadrati che sì descrivono dalle differen- 
ze che hanno fra loro le coordinale omologhe degli estremi, 
intendendo per omologhe quelle che si riferiscono al medesi- 
mo piano . 

Questo teorema suppone che gli estremi della retta ob- 
biettiva siano ambedue dalla medesima parte rispetto a cia- 
scun piano . Se uno poi fosse di quà , 1’ altro di là d’ uno 
dei detti piani coordinati , come rappresenta la Fig. 8 ove Fig. 8 
un estremo è da una parte del piano I®, l’ altro è dalla par- 
te opposta 5-3, il punto d’incontro $J/SÌ troverà fra le pro- 
jpzioni dei due estremi P,P* e le due rette P'n', Pii proce- 
deranno, secondo la costruzione insegnata, a parti opposte, 
onde segue che il cateto n'n", il quale nel primo caso egua- 
gliava la differenza delle coordinate riferite al piano I* , si 
troverà eguale, nel caso presente , alla somma della coordina- 
te medesime . 

5 . la. Innanzi di progredire a nuove indagini, giova 
raccogliere dalle cose dimostrate i seguenti corolarj . 

I. Se quante rette obbiettive si voglia concorrano in un 
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punto dello spnzio , ancora le proiezioni loro 8u ciascun piano 
coordinato concorreranno nella projezione di quel punto J. i . 

a Reciprocamente se le projczioni di quante rette si 
voglia su ciascun piano coordinato concorrano in un punto 
e la retta che unisce il punto ove concorrono le projezioni 
descritte in un piano col punto ove concorrono le descritte 
in un altro piano sia perpendicolare alla comune sezione dei 
due piani stessi , le rette .obbiettive corrispondenti alle date 
projezioni concorreranno in un punto dello spazio determi- 
nato da quelli ove concorrono , rispettivamente , le projezio- 
ni su r uno e su l'altro piano 5 . 3 . 

3.* Se le rette obbiettive saran paralelle, paralelle pu- 
re saranno fra loro le projezioni descritte su ciascun piano 
coordinato , e per converso, essendo fra loro paralelle le pro- 
jezioni su ciascun piano coordinato, saranno fra lor paNdel- 
le le obbiettive corrispondenti . 

4* Descritta sopra un piano coordinato la projezione 
d’ una retta , l’ angolo non maggiore d’ un retto , che essa pro- 
jezione formerà colla comune sezione del detto piano con un 
secondo piano coordinato , si potrà chiamar projezione dell’ an- 
golo d’ inclinazione che forma la retta obbiettiva col detto 
secondo piano . 

5“ Adunque l’angolo d’inclinazione che una retta for- 
ma con un piano coordinato non può mai superare in gran- 
dezza la sua prelezione determinata su ciascheduno degli al- 
tri due piani . 

6. ® Perciò due angoli d’ inclinazione formati da una me- 
desima retta con due piani coordinati non potranno mai , 
presi insieme , superare un retto . 

7 . ® Clic se la somma composta dai due angoli predetti 
e-gnaglia un retto, il terz’ angolo è necessariamente nullo, e 
reciprocamente . 

5 . i3. Dei tre angoli d’inclinazione formati da una ret- 
ta coi tre piani coordinati , ciascheduno è determinato dai 
due rimanenti . 

Qua- 


N 
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* * Qiialuncpié eia la retta data, fingiamone condotta per l’ ori- 
gine delle coordinate un’altra ad essa paralella.Questa sarà egual- 
mente inclinata che la prima rispetto a ciascun piano coordinato. 

Nominiamo R una sua qualunque porzione che principii 
dalla detta origine , e dall’ altro estremo intendiamo condot- 
ta uiia normale su ciascun piano coordinato . .Assunta come 
raggio o seno tutto la mentovata porzione , le tre normalt 
già condotte corrisponderanno rispettivamente ai seni degli 
angoli d’ incliiiazionO . E p'.rchè la somma dei quadrati de- 
scritti da quelle tre normali eguagliar deve il quadrato del- 
la R , ne segue che Ja differenza tra cotesto quadrato e cia- 
scheduno dei tre altri eguaglierà la somma dei due rimancn* 
ti , cioè, riduceudo in termini trigonometrici questa propo- 
sizione , il quadrato del coseno di un angolo eguaglierà la 
somma dei quadrati che si descrivono dai seni degli altri due. 

S* i4‘ Determinare le projezìoni d’ una retta, la quale 
passi per un punto dato nello spazio e formi angoli dati d’in- 
clinazione coi piani coordinati . 

Per le cose dimostrate superiormente , basterà che sien Fig. g 
dati due soli dei tre angoli , onde il terzo sia noto . Sia dun- 
que srz quello che l’ obbiettiva formerà col piano III”, r rjc 
quello clic formerà col I**. Fatte eguali le /■^, rt, siau calate 
sulla xz le due normali 52 , tx. 

. Pongasi zu eguale a tar, e sopra la sr descritto il semicircolo 
su't, si adatti in esso la sii eguale alla sis clic unisce i due punti 
s,u, .e si descriva la ìir. 

Poscia nella comune sezione XZ del due piani l'e II® si pren- 
da la eguale alla sz, e pel punto a conducasi la retta Aaa 
della quale la parte xa si eguagli alla tx, e la «A alla ni. 

Condotte le due rette OA , Oa, saranno esse projezioni di 
una retta che forma gli angoli dati d’ inclinazione cui piani 1 ° e 
IH*, e l'angolo dipendente dai due dati col piano II" 5’ • 

Ora se K — k siano le projezioni del punto dato., con- 
ducendo per K la KG parnlella alla AO , e per k la kg pà-' 
rateila alla aO, saranno KG — kg projezioni di una retta pa- 
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rateila a quella projettatain aO— AO J. ii . E perchè T ob- 
biettiva delle KG — ig paasa pei punto dato, essa soddisfo* 
rà al quesito . 

Ma quattro , e non una sola , sono ie rette che soddis- 
fanno del pari, siccome, conducendo dalia parte opposta dei* 
la YY' un’altra retta a' A' paralelia alla stessa YY' e distan* 
te da essa quant’ è la misura O» , la circonferenza descritta 
col centro O e coll’intervallo OA segherà in due punti la 
retta aA , ed in due punti la retta a'A* , onde vengono de- 
terminate quattro diverse posizioni che può avere una retta 
intorno al punto O , formando i medesimi angoli d’ inclina* 
zione coi piani coordinati . 

Per concepire più facilmente coll* immaginazione il si- 
stema di queste quattro rette pongasi l’angolo A'OY' eguale 
all’angolo Y’OA., e la retta OA’ eguale alla OA: similmente 
si ponga l’angolo a'OY eguale all’angolo YOa e la On' egua- 
le alla Oa , 

La projezione OA sul piano I* può essere comune a due 
rette egualmente inclinate a ciascheduno dei tre piani coor- 
dinati , ma r una essendo costituita da una parte rispettiva- 
mente al piano I® , 1’ altra sarà dalla parte opposta ; 1’ una 
avrà dunque per sua corrispondente projezione sul piano li® 
la retta Oa , 1’ altra avrà un prolungamento della a'O oltre 
0 5-3. Similmente la retta OA* può essere projezione co- 
mune a due altre rette obbiettive , I’ una costituita da una 
parte e 1’ altra dalla parte opposta del medesimo piano I®, e 
perciò l’una avrà per sua corrispondente projezione sul pia- 
no 11® la retta a'O, l’altra avrà un prolungamento della aO 
oltre O . 

Dalle quali considerazioni s’ inferisce che pel punto K ' 
conducendo due rette indefinite CH, C'H', 1’ una paralelia 
alla AO e 1’ altra alla A'O : similmente conducendo pel pun- 
to k due rette gh, gh’, l’una paralelia alla aO e l’altra al- 
la a'O, saranno cosi descritte ie projezioni d’ un sistema di 
quattro rette , ciascheduna delie quali soddisfà al quesito . 
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Le projeuoni relative »ono i.* CH — gA, a.* GH — g'A', 

3* C’H'-gA,4.' G’H’ — g'A'. 

5 . i5. Obte sopra due piani cocM^inati I* e II* le pro> Fig. io 
jeeioni PQ — ài una retta , e le projezioni R — r di un 

punto, descrivere quelle di un’altra retta che passi pel pun* 
to dato e f<Hrini cella retta proposta un dato angolo d’ incli- 
nazione . 

Per un punto qualsivoglia Q della projezione PQ sia con- 
dotta in direzione perpendicolare alla XZ una retta che se- 
ghi in q l’altra projezione pq^ e saranno Q—-q projezioni di 
un punto spettante alla proposta obbiettiva 5* io . 

Ora conduciamo due rette indefinite QR — qr, le quali 
saranno projezioni di una retta obbiettiva che passa pel pun- 
to dato . 

Per la costruzione insegnata dal §. ii troveremo i pun- 
ti P, S, nei cpiali il piano I* è incontrato rìspettivameiiie 
dalle rette projettate, l’una in PQ — pq, l’altra in QR— yr, 
e congiungeremo con una retta i punti P ed S . 

Poiché nella costruzione predetta si debbono produrre 
le rette qp, qr^ l’una in />', l’altra in r a segare la comune 
sezione XZ, si trovi la lunghezza reale di quella che corris- 
ponde alle projezioni QP — qp', come pure dell’ altra corris- 
pondente alle projezioni QS— ^ 5 , alla prima delle quali lun- 
ghezze sia eguale il lato PO', all’altra il lato SQ' del trian- 
golo P'Q'S che si costruirà sulla base P'S . 

Ciò fatto , condurremo pel punto R una retta in direzio- 
ne perpendicolare alla P’S e secante in R' la SQ' . Pel pun- 
to R' si tiri la R*!" che formi in T' colla P'Q' l’angolo R'T’Q' 
eguale al dato . Inoltre per T' conducasi una retta in dire- 
zione perpendicolare alla P'S che seghi in T la P'Q . Tirata 
finalmente per T una perpendicolare alla XZ e prodotta a 
segare in f la p' q-, se congiungeremo con una retta i punti 
#,r e con un’ altra i due T, R, le Ir — TR saranno proje- 
tioni d’ una retta che soddisfa al quesito . 

Imperciocché fingiamo che, rotando intorno alla base PS , 
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il triangolo FQ'S si elevi finche il suo piano adattisi a queU 

10 del triangolo formato dalla stessa P'S come base e dalle 
due rette, una projettata in P'Q—pq-, l’altra m — QS. 
Dovrà la P’Q’ coincidere colla prima di esse e la SQ' coincv, 
dere colia seconda , onde nella prima cadrà il punto T e 
nella seconda il punto R'. Quello avrà dunque la sua proje- 
zione nella P Q sul piano I", e questo avrà la sua proiezione, 
nella SQ . Ma la proiezione del punto T' si dovrà pur trova-» 
re nella retta che passa per T' e T, attèso che il punto T, 
nella rotazione ideata, descriverà un circolo il cui piano sa- 
rà normale alla retta P'S , e perciò sarà projettato nella ret- 
ta che passa per T' ed è normale alla PS, dunque la proje- 
zione del punto T' non potrà essere che nel punto T conau-, 
ne alla mentovata retta ed alla P'Q . Similmente poi si 
mostrerà che allora quando col triangolo obbiettivo già in- 
dicuto coinciderà il triangolo P'Q^S , ancora il punto R a\r 
la sua projezione in R, trovandosi nella retta corrispon 

te alle proiezioni QS — qs . Dunque nel detto caso la retta 
11 ’ T' si troverà proiettata nelle due TR — tr. Ma non ces- 
serà perciò di formar P angolo R' T' Q colla P Q , o questa 
coincide coir obbiettiva data per le proiczionÌT?^ P'Q; dun- 
que formerà con essa P angolo dato quella retta che è pro- 
iettala ili RT — rt . 

5. 16. Basta r ispezione sola della figura per dimostra- 
re che due rette soddisfanno egualmente al quesito se l’ango- 
lo dato non eguagli il retto, jierchè dal punto R' un’altra 
retta R' V' si poteva condurre a formar colla P' Q' 1 ’ angolo 
R' V P’ eguale all’altro R' T' Q', e si poteva continuare così 
la costruzione come il discorso per la R' V come abbiam fat- 
to pe la R'T'. Ma essendo retto raiigolo dato, una sola nor- 
male si conduce per R' sulla PQ' e quindi essa sola risolve 

11 quesito . ■ ' 

5 - 17. Dall’ esposta dimostrazione si deduce che anco- 
ra la retta condotta pei due punti Q , Q' è normale alla FS, 
c questa circostanza somministra un accorciamento .alla pro- 
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posta costnizione . Imperocché , tirata per Q una retta indefi- 
nita normale alla P' S e trovata la sola lunghezza P' Q' , col 
centro in P' e coll’ intervallo eguale a questa lunghezza si 
descriverà ui^ circolo che , segando la normale predetta , de- 
terminerà il punto 0' e quindi ancora la lunghezza SQ' . 

ifi- In quella medesima costruzione abbiamo il me- 
todo per trovar 1’ angolo che formano insieme due rette da- 
te per le rispettive loro projezioni PQ,QR — t/r le qua- 
li s’ incontrino nello spazio in un punto determinato dalle 
projezioni Q — ^ . Cotesto angolo avrebbe le sue projezioni 
f 'QS — e la grandezza P'Q'S. 

5- iQ. Ora veggiamo in qual modo si determini la co* 
mune perpendicolare a due rette obbiettive, le quali nè sia- 
no paralelle nè possano fra loro incontrarsi. 

Ponghiam essere PP' — /?/?' le projezioni dell’una, RR' — rr 
quelle dell’altra . Poiché non sono paralelle, per ipotesi, le 
projezioni loro, nell’un piano o nell’altro o in ambedue, s’in- 
contreranno S- la; ma la retta che unisce cotali punti d’ in- 
contro in quest’ ultimo caso non potrà essere normale alla 
comune sezione XZ . Se dunque pel punto S , dove incon- 
trausi le due projezioni RR', PP’, si descriva una retta nor- 
male alla XZ, essa andrà a segare in iin punto y la proie- 
zione ed in un altro punto s' la projezionc rr. Per un pun- 
to T diverso da S e preso nella PP' sia condotta una retta 
normale alia X Z finché seghi in t la /y/' e conduciamo per 
T una TV paralella alla IIR’, come pure per t una Iv para- 
iella alla r'ri trovati poscia i punti P’, V, dove le rette pro- 
iettate , una in PP' — /»/>', ed una in TV — /v, incontrano il pia- 
no P’jSi descriva la retta P'V . A questa conduciamo una nor- 
male SM dal punto S, e dal punto medesimo iàcciasi parti- 
re una retta SYS' normale alla SM, sulla quale presa la par- 
te SY eguale alla distanza del plinto j dalla XZ e la parte 
SS' eguale alla simile distanza del punto s' , facciamo passa- 
re pei due punti M, Y una retta MY indefinita nella sua 
Uinghezza . , 


Fig. Il 
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Su questa retta MY si condurrà una perpendicolare S'2' 
da! punto , un’ altra perpeadicoiare si conduca dal punto 
2' sulla MS , e cada in Z ; Per 2 n tiri la S* paialella alla 
RR', che incontri in O la PP*. Per ♦ si conduca la O’P para- 
lella alla 2S, che incontri in 'R la RR', e sarà sol fùa» 
no 1* la proiezione della cercata normale comune alle due 
rette proposte, onde elevate dai punti o e 'P due perpen» 
dicolari alia XZ , le quali vadano ad incontrare, una in <t> la 
retta pp', ed una in "4/ la retta rP, si avrà nella retta f 4 
seconda projezione della cercata normale comune . i*- ^ 

Imperciocché il punto corrispondente alle projezioni T—i 
appartiene alla retta data per le projeziom PP' — p // , e la 
retta projettata in TV — tv è paralella alla seconda retta da* 
ta per le projezioni RR' — rr la. Saranno dunque in un 
medesimo piano le due rette rispettivamente projettate in 
PF — pp\ TV — tv : questo piano segherà il piano I* nella 
retta ii , e starà poralello alla retta projettata iu 

RR’—* r/. Diciamo (K) per brevità cotal piano, e hagiam oh© 
il piano del triar^olo SYM, rotando intorno alla SM, sTnnal* 
zi normale al piano i°. Sarà allora normale anche al piano 
(R) . Inoltre, nell ’intmaginata posizione del piano SYM, il 
punto Y coinciderà eoi punto projcttato in S— /, ed il pnn* 
to S' coinciderà con quello che è projettatoin S — s*. Adun- 
que allora la retta M Y 2' si troverà nel piano (K) ed il pun- 
to 8' sarà nella retta corrispondente alle projezioni RR' — i* 
ir'. Laonde la retta S'2' sarà normale al piano (K) , ed avrà 
sul piano r la sua projezione in S2 , essendo in 2 la proje* 
rione del punto ov’ essa incontra il detto piano (K) . Perciò 
qualunque retta si conduca normale sul piano (K) da na pun- 
to della retta projettata in RR' — rr', sarà eguale alla S'S* 
ed avrà sul piano I* la sua projezione eguale e paralella al* 
la S2 . 

In oltre se dal punto del piano (K) dhe è projettata iir 
Z sia condotta nel piano stesso una retta paralella a quella 
che è data per le projezioni RR' — rr', avrà sul piano 1* la 
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«ua prt4«®io»e nella S ♦ J. i». E perchè la retta accenna- 
ta deve segare in qualche punto l’ obbiettiva corrisponden- 
te alle projesieni PP — pp\ non potrà cotale intersecazione 
avvenire in altro punto che in quello corrispondente alla ' 
proiezione <t> aul piano I*f dove s’ incontrano le X<>, PPs. 

Se ora intendiamo che da quel ponto sia innalzata una nor- 
male al piano (K) , essa in primo luogo sarà normale all’ ob- 
biettiva proiettata in PP — pp\ in secondo lu<^o incontrerà 
r oldtiettiva delie proiezioni ER'-— r/, e finalmente la sua 
proiezione sul piano I* sarà paralella ed eguale alla X S . 
Adunque sarà 'P sui piano I* la proiezione del punto d’ in- 
contro predetto eoli’ obbiettiva delle proiezioni RR' — r/^« é 
perciò 4'''P sarà ^oieeione sul piano 1* della oonuine normale 
cercata, onde segue che la è l’altra projezione corrispon- 
dente sul piano li*. 

$. 30 . Passando dalle linee rette alle curve , osserviamo in 
primo luogo che per quanto concerne la determinazione dei pun- 
ti ove queste possono incontrare alcuno de’ piani coordina- 
ti , ciò che fu detto rispetto alle prime 5- > < conviene pa- 
re alle seconde . Imperciocché se una linea qual si voglia in- 
contra uno dei detti piani, e faccianai sopra un altro le prò- 
jezioni dei punti d’ incontro, queste cadranno nella comune 
sezione dei due piani ; e devono pure trovarsi nella proie- 
zione dell’ obbiettiva descritta sul secondo dei piani predet- 
ti } quelle proiezioni sono dunque altrettanti punti comuni 
e all’ intersecazione dei due piani e alla projezione dell’ oi>- 
biettiva sul secondo di essi . 

Pertanto se la curva projettata in MKN — mkn incon- Fig. I3 * 
tri il piano 1* , la sua projezione sul II* incontrerà la XZ , 
come pure quella sul 111* incontrerà la YY' . Supponghiamo 
cbe r incontro con XZ accada in A , e sarà il punto d’ in- 
contro dell’ obbiettiva col piano I* nella retta AK normale 
in k alla XZ e costituita nello stesso piano I*. Perciò sarà 
uno di quelli , nei quali la àK può incontrare la projezione 
MKN. Quando cotesti punti sian due, come K, K' o più, il 
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dubbio che potrebbe nascere talora se tutti siano punti d*in> 
contro fra 1’ obbiettiva ed il piano 1“, o alcuni , o uno so- 
Jo, sarà tolto dall’ indicazione delle lettere cognomini , oo> 
me si dicliiara nel $. 5 r, o si toglierà col soccorso della proje> 
zione descritta sui piano 111°^ , 

5 - AI • Si voglia determinare la lunghezza dell’ obbiet* 
tiva data per 'le projezioni MKN — tnka. • 

Troviamo prima la lunghezza della curva MKN {*} e 
aia posta eguale ad essa la retta pv, sulla (piale preodereino 
le parti xx\ Xa, Xv ordinatamente eguali alle porzioni KK' , 
•KM, KN dilla MKN. Siano misurate lo distanze dei punti 
m, k\ n dalla XZ, e condotte le pi, x'j, normali alla y./, 
si faccia la ut eguale alla prima distanza, la Va eguale alla 
seconda, la v 3 eguale alla terza c così in seguito se altre pii* 
re ve ii’ abbia , avvertendo clic la »3 si dovrà applicare in 
senso opposto alle altre, come dimostra la figura, perchè il 
punto n nella projezione m k n cade infei ionneiite alla X Z 
mentre gli altri k\ m cadono superiormente . Ciò posto, di- 
co in primo luogo che pei punti i , a. A, 3 e quanti altri 
ancora siano determinati nella medesima maniera, dovrà pa»* 
sare una linea continua . 

Imperoiocehè.. ritorniamo all’ ipotesi fatta nel 7 che 
una retta mobile, perpetuamente normale al piano I®, per- 
corra con un suo estremo la curva M K N ec. mentre coll’ 
altro estremo percorre o descrive 1’ obbiettiva corrisponden- 

■ ■ te 


(*) QueiU propoBÌtlone è ordinata 
a moBtnirp come (]<^l]a rettlfìcaxionc dì 
una curva pì^na aì patbi a quella <U 
tin-i curva dì qual li voglia forma e 
posta in qualunque modo nello spazio. 
Sirppftngo dunque adoprati t «otiti mete* 
di per la rettificazione delle curve pia* 
ne se il problema richiegga rigore geo* 


metrico . Se poi baiti un certo grado 
apprl3«simazioac meccanica, ai potrà di* 
ligentemente applicare alla curva 
un sottil regolo flessibile UDÌformomea* 
te, sul qvale, disteso che aia , misn* 
reremo la lunghezza rettilinea dclU 
curva • d*ognt suo arco aiiegoato « 
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te . La huigheaza dunque dell’ immaginata retta mobile, sem<- 
pre intercetta fra 1’ obbiettiva e la sua projezione M K N , 
varierà con una legge la quale dipende dalla forma e dalla 
posizione deir obbiettiva medesima , e secondo cotesta legge , 
ad ogni arco MK', MK'K , MK'KN ec., che percorra la retta 
mobile, è determinata la corrispondente lunghezza eh’ essa 
deve acquistare . V’ ha dunque una legge costante , la quale 
ad ogni ascissa aV Aju, xv, determina la corrispondente ap- 
plicata x'a , fii , r3 ec. Ma in ciò appunto consiste la conti- 
nuità della linea che passa pei punti i, a, X, 3 ec.; dunque 
pei detti punti e per tutti quelli determinati in egual modo 
passa una Linea continua . 

Dico in secondo luogo che la linea iax3 ec. eguaglia 
in lunghezza la proposta obbiettiva . 

Imperciocché suppongliiamo inscritto in questa un poli- 
gono rettilineo, rappresentato in projezione dal poligono pur 
rettilineo MK’KN ec. , il quale sarà inscritto imlla curva 
MK'KN ec. Facciamo XX eguale al lato KK', X fx eguale al 
lato K'M, X(T eguale a! KN ec. Pei punti X, f(, >’ ec. siano 
elevate le rette Xa, fài,r 3 ec. paralelle ed ordinatamen- 
te eguali alle corrispondenti x'a, ^i, jr3 ec. e congiungansi 
i punti I , a, X, 3 ec. con rette linee. Si formerà con esse 
un poligono rettilineo manifestamente eguale in lunghezza a 
quello che abbiam supposto inscritto nell’ obbiettiva . 

Ora osserviamo che quanto sarà maggiore il numero dei 
lati sì nell’ uno come nell’ altro poligono , tanto saran- 
no più vicini i punti T, a , 3 ec. ai loro cognomini i , a, 
3 ec. e quindi il poligono determinato dai primi si accoste- 
rà sempre più alla curva i a ^ 3 ec. quanto più si accosta 
all’obbiettiva il poligono in essa inscritto . Ma cotali accosta- 
menti possono essere inoltrati al di là d’ ogni menoma diflc- 
renza assegnabile ; dunque 1’ obbiettiva è limite del poligo- 
no variabile che intendiamo in essa inscritto , e la curva 
I a X 3 ec. è limite dell’altro cgual poligono, pur variabile, de* 
terminato dai punti i , a, X, 3 ec. Perchè poi i poligoni si 
Parte /. 4 
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corrispondono sempre nella ragione di eguagliansa , nella stes^ 
sa ragione saranno i loro limiti , cioè la curva i a Tv 3 ec. 
eguaglierà in lunghezza 1' obbiettiva . 

Trovata dunque la lunghezza della curva i a X 3 ec., sa* 
rà fatto ciò che cercavasi . 

5- aa . Esaminiamo ora le circostanze corrispondenti al 
caso che due linee si tocchino scambievolmente fra loro , e 
prima parliamo d’ una curva e d’ urta retta . 

Sia proposta una linea curva qual si voglia ed una ret> 
ta che la seghi, almeno in due punti. Uno di questi chiami- 
si A, l’altro B . Fingiamo che la retta secante girando intor- 
no al punto A, che supporremo immobile, avvicini continua- 
mente ad esso 1’ altro punto d’ intersecazione B fino a tanto 
che questo coincida con quello . Pervenuta la retta alla po- 
sizione corrispondente a tal circostanza , chiamasi allora tan- 
gente , e punto di contatto si chiama il punto A. Fingasi^ 
ora descritta sopra un piano la projezione dell’ obbiettiva , e 
così pure descritte le successive projezioni della retta secan- 
te . Queste saranno altrettante se<-anti per rispetto alla cur* 
va ov’ è projettata l’obbiettiva . Ma quando il punto B coin- 
ciderà co} punto A , ancora la projezione del primo coinci- 
derà con quella del secondo, e perciò la projezione della se- 
cante diverrà tangente per rispetto alla projezione dell’ ob- 
biettiva . Perciò se una retta tocchi una curva nello spazio, 
ancora la projezione della retta sarà tangente la projezione 
della curva . 

Laonde essendo date le projezioni MKN — mhn di una 
curva e le due K — k d* un suo punto, la tangente in quel 
Fig. la punto sarà determinata graficamente condneendo la tangente 
KT e l’altra kt , perchè saranno KT — kt projezioni della 
tangente che si vuol determinare . 

5 . a3 , Sostituendo nell’ ipotesi immaginata 5- una 
curva qual si vogba alla retta, si dirà in egual modo che la 
curva sostituita divien tangente per rispetto alla proposta quan- 
do il p'uuto mobile B della seconda intersecazione coincide 
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col ponto immobile A della prima . Adunque le due projeiio* 
ni debbono reciprocamente divenir tangenti fra di loro . 

5. 24 ■ Immaginiamo una retta che passi sempre pel pun- 
to immobile A e per 1 ’ altro mobile B, nei quali si taglino 
le due curve. Quella retta segherà nei due punti medesimi 
le due curve, e diverrà tangente nel tempo stesso dell’ una 
e deir altra quando i detti due punti coincidono . 

Adunque due curve che siano a contatto hanno comune la 
retta tangente, e pur comune la retta tangente hanno le due prò- 
jezioni, essendo quest' ultima tangente prò j ezione della prima . 

Ma si osservi che la posizione di una retta linea è de- 
terminata per la sola condizione di essere tangente in un 
dato punto di una data curva . Non così avviene di uua 
curva , la quale può in diverse posizioni toccar nel medesi- 
mo punto un’ altra curva data di posizione e*di forma. In 
fatti di due lince che si tocchino nel modo sopra definita 
in un dato punto , immaginiamo la comune tangente, e in- 
torno a questa potrà rotare una delle due curve, prendendo 
così infinite posizioni diverse una dall’ altra senza che cessi 
il contatto nel medesimo punto. Ma fra tutte le dette posi- 
zioni una re ne ha che è distinta da un criterio particolare, 
di cui daremo in seguito la definizione . 

5. a 5 . Gli angoli che forma una curva incontrando una 
superficie o un’altra linea, sono quelli che forma la tangen- 
te della curva nel punto d’ incontro colla detta superficie o 
colla tangente della detta linea. Se dunque una curva incontri 
uno dei piani coordinati, o un piano paralello ad un di essi, 
e vogliasi misurare l’angolo d’ inclinazione che forma in quel 
punto d’ incontro, noi determineremo la tangente che ad esso 
corris|)onde ed il problema sarà ridotto a quello del 5 - > • • 

- Similmente se vogliasi misurare la scambievole inclina- 
zione di due curve che si tagliano in un punto, determina- 
te le rispettive tangenti nel punto d’intersecazione, il pro- 
blema saia trasforipato in quello del 18 . 

5. 26. La normale d’ una curva in un dato punto di 
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e»a sappiamo che «lev’ essere ptìrpcndicolare alla tangente 
nel punto medesimo , ina questa nozione non basta a deter- 
minare generalmente la posizione della normale . Impercioo 
«diè se la curva è piana, fm tutte le rette che possono es- 
sere perpendicolari alla tangente nel punto di «xintatto, la 
normale della curva è quella che giace nel piano della cur- 
va medesima . Ma «piando essa lia doppia curvatura, cioè 
non può giacere in un piano, è d’uopo d’ un altro criterio 
particolare che determini la posizione della normale . 

Sia pertanto una curva a doppia curvatura costituita 
nello spazio , ed in essa un qualunque punto , cui nominerò 
A . Immaginiamo la tangente in A , e }ier questa passi un pia- 
no che seghi la curva in un punto B. Fingiamo che questo 
. punto movasi sulla curva verso il punto A , e «xinseguente- 
mente seco movasi il piano immaginato rotando intorno alla 
tangente . In «juesta maniera ad ogni posizione particolare del 
punto B corrisponderà una particolare posizione del piano ix>- 
tante , e perciò, «piando il punto B coincide col punto A, il 
detto piano deve trovarsi in una posizione determinata . In 
essa giacer deve allora la normale relativa al punto A . 

Distinguo col nome di piano tangenziale quel piano ro> 
tante pervenuto nella posizione testé «lehnita . 

3 5. i7. Date le projezioni BAC ec. — iacee, di una cur- 

va e le due A — a di un punto assegnato in essa, descrivere 
le projezioni della normale relativa a quel punto , Suppon- 
ghiamo prima che la proposta curva sia piana . 

Conduciamo le tangenti AT , at, le quali saranno pro- 
iezioni della tangente nel punto projettato in A — n S- » 
e si trovi il punto T ov’ essa incontra il piano I® 11. 

Assegnato ad arbitrio un punto della curva , del quale 
siano G— c le projezioni, si descrivano le CA , ca, le «piali sa- 
ranno projezioni d’ un’ altra retta giacente nel piano dell’ ob- 
biettiva , e sia trovato il punto D dove «piesta retta incon- 
tra anch’ essa il detto piano I®. 

Tiriamo ora la retta DT e ad essa pcrpen«Ucolare laÀS 


Digitized by Googli. 


S9 

indefinita. Si trovi poi U limghezza della retta finita corris» 
pendente alle projeaioni ÀT— of , e si adatti la retta A' T , 
eguale alla trovata lunghezza , nell’ angolo T S A., onde sia 
determinato il punto A' nella S A prolungata . Ciò fatto , 
conduciamo per A' una retta A' N' normale alla A'T, e prò» 
ducasi ad incentrare in P la DT. Dal punto P conducendo 
la retta Vp normale sulla XZ si determini il punto p, indi 
condotte le rette pan^ PAN, dico essere aa — AN proje* 
aioni biella normale cercata . 

Imperocché facendo rotare il triangolo PA'T intorno alla 
FT come asse , il punto A' giugiierà a coincidere col pun» 
to projettato in A — a 5* allora il piano dei trian- 

golo coinciderà col piano delle due rette projettatc, una in 
AT — «r , 1’ altra in AD — ad, che è il piano della curva . 

^la allora la retta A' T coinciderà colla àangente projettata 
in AT — at, e la retta A' N', che sì troverà nel piano della 
curva, sarà normale alla detta tangente: le projezionì poi del- 
la PA'N' saranno allora PAN — pan-, dunque AN — on sa- 
ranno proiezioni della imrmale nel punto projettato in A— 

Se poi la curva avrà doppia curvatura, convien ricorre- 
re ad altro metodo , del quale daremo ora la dimostrazione, 
mentre il modo pratico della effettiva costruzione si manife- 
sterà da se nel capitolo seguente. 

Concepiscasi un piano normale alla tangente nel punto Fig. l4 
stesso di contatto A , ed intendiamo descritta su quel piano 
la proiezione MàAN della data ciu-va . Sarà il punto stesso 
A proiezione dell’ immaginata tangente, e posto che b rap- 
presenti la proiezione di <juel punto mobile che abbiam chia- 
mato B 5. 26 , sarà nella retta indefinita Ab la projezione 
del piano rotante . Accostandosi il punto B al punto A, an- 
cora la sua projezione b si accosterà allo stesso punto A , e 
finalmente coincideranno con questo nel tempo stesso il det- 
to punto B e la sua projezione b . Ma allora la retta Ab di- 
verrà tangente della curva MòAN nel punto A 5- aa , cd il 
piano langcrtzia/e si troverà projettato nella tangente AK ; 
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•ara dunque determinato qnesto piano dalla tangente dell* ol> 
Elettiva in A e dalla tangente AK della projezione : anzi nel* 
la medesima AK sarà la normale che si dimanda . 

5- a 8 . Stabilite queste nozioni sul piano tangenziale, si 
osservi che se due curve, toccandosi in un punto, avranno comu-* 
ne il piano tangenziale relativo a quel punto , le normali dello 
due curve si troveranno per diritto fra loro, formando una 
sola retta normale alla comune tangente . Ma in altre infìnite 
posizioni potranno toccarsi le due curve e formare colle loro 
normali un angolo nel punto di contatto o 4 • È dunque 
da notare la suddetta circostanza, come quella che rende il 
contatto fra curve di qual si voglia forma veramente com- 
pleto e simile a quello delle curve costituite in un medesi- 
mo piano . ' r . 

CAPITOLO III. 

Della Superficie. ^ 

5 . aq . Come è determinata una linea quando si può de* 
terminare ogni posizione del suo punto generatore 5- 7 1 cosi 
sarà determinata una superficie allorché si possa determina- 
re ogni posizione d’ una sua generatrice ed insieme la forma 
che questa prende in quella posizione medesima . 

Dobbiain però osservare primieramente che la generatri- 
ce d’ una superficie può essere assegnata in parte a nostro 
arbitrio ; e per parlare di una sola fra le molte maniere di 
cotal determinazione arbitraria , immaginiamo un piano che 
movendosi paralellamente a se stesso , in ogni sua posizione 
successiva , tagli la superficie proposta . Nascerà una serie di 
sezioni, le quali, essendo tutte determinate in una maniera 
medesima dipendentemente dai dati pei quali è determinata 
la superficie , hanno perciò una certa relazione fra loro , da 
cui sono legate in un sistema continuo . Ciascheduna di esse 
può dunque essere considerata come una generatrice , ed il 
sistema di tutte insieme costituirà la serie delle forme che 
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deve successivamente prendere questa generatrice eseguendo 
ii suo movimento . • 

Poiché il sistema delle accennate sezioni non può esser 
comune ad altre superficie diverse dalla proposta, se per med- 
ito delle projezioni esso venga rappresentato gnaficamente , 
esprimerà la superficie di cui si tratta, alla quale sola po»- 
sono appartenere tutte le rappresentate sezioni indefinite di 
numero . ^ 

Né agli usi tu' teorici ed ora pratici , ai quali valgono 
le projezioni , fa mestieri che siano realmente descritte quel- 
le di tutte le sezioni assegnabili nell’ indicato modo , o di una 
serie infinita di esse , operazioni ambedue non possibili ad 
eseguirsi , ma basterà costruir quelle sole che le circostanze 
dei problemi reiideran necessarie, e da questo discernimento 
principalmente dipende la risoluzione dei quesiti . 

5- fìngiamo che il piano secante sia paralello ad 

un de’ piani coordinati , e quindi normale agli altri due , le 
projezioni descritte sul primo saranno e^ali, simili, é para- 
ielle alle corrispondenti linee obbiettive, che sono le sezioni 
già mentovate; le altre projezioni saranno lineerette 5-7- Questa 
maniera di rappresentare la generatrice variabile d’ una su- 
perficie è confiM-rae a quella che si adopra trattando tali 
materie coi metodi dell’ algebra , ed è generale , applicabi- 
le a qualunque superficie , ed in qualunque caso ; ma non 
sempre le sezioni fatte in tal guisa producono la generatrice 
più semplice . Perciò un secondo oggetto essenziale , cui de- 
ve mirare lo studio nostro nel maneggio delle projezioni , è 
di scoprire la più semplice generatrice , col soccorso della 
quale si rcnderaii più brevi e facili , ed in conseguenza più 
esatte, le costruzioni , declinando , se giova , dal metodo ge- 
nerale . 

§. 3i . Secondo questi principj, non sembra, come sti- 
mò il Sig. Monge ( Geom. descritt. n.* ii ), che il metodo 
già adottato per rappresentare graficamente le linee sia in- 
eulhcicnte a rappresentare le superficie , mentre , passando 
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da quelle a queste , credo anzi che unilórmità più stretta 
desiderar non si possa nell’artifìcio di rappresentarle . 

11 frutto por di questi principi medesimi dipende dall’ 
opportunità colla quale saranno applicati ai casi particolari , 
e ciù non si apprende altrimenti che coll’ esercizio . Per la 
qual cosa occuperemo il presente capitolo con una serie di 
esempi , i quah nell’ atto stesso che serviranno a schiarire 
quanto fu detto in astratto, prepareranno le nozioni ed i 
mezzi necessari per ulteriori applicazioni . 
l'ig. iS _ E^ti tre punti nello spazio , rappresentare gra** 

iicamente il piano che passa per essi > 

Siano A — a , B — C— c le proieriom rispettive dei punti 
dati. Si trovi 5» t > il punto d’incontro A' della retta condotta pei 
due punti proiettati in A — a, B — b ct>l piano 1°, e parimenti si 
trovi in C' il punto d’incontro di quella che passa pei duo 
proiettati in B — C — c , La retta A' C’ sarà l’intersecazione 
del piano obbiettivo col detto piane 1* . Questa retta seghi 
in D la comune sezione X Z dei due piani 1* e 11® : sarà D un 
punto dell’ intersecazione fra il piano obbiettivo ed il piano II*. 
Adunque trovato in e il punto dove questo piano è incon- 
trato dalla retta che passa pei due primi punti projettati in 
A — a » B-— i , la retta ùidefinita e D sarà 1’ intersecazione 
del piano obbiettivo eoi piano II®. Io dico else le due rotte 
DA' , De esprimono la posizione del piano che passa pei pun- 
ti dati . 

Imperciocché essendo D C A' l’ intersecazione di qpiesto 
piano col piano I* , qualunque sezione sia fatta nel detto pia- 
no obbiettivo da un altro piano paralello al piano I® , sarà 
dessa una retta paralella alla D C A’, e perciò la sua projo- 
zione sul piano I® sarà paralella alla stessa DC’A' 5- la • 
Quella retta poi incontrerà il piano II® in un punto All’al- 
tra retta De . Adunque ogni retta che incontri la De c sia 
paralella alla DC'A' determina una posizione della generatri- 
ce , la quale è per conseguenza una retta che scorrendo lun- 
go la De si conserva sempre paralella alIaDCA*. Similmen- 
te 
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te potrò concludere che nn’ altra generatrice sarà una retta , 
la quale scorrendo lungo la DC’A’ si conservi paralella alla 
De . Adunque la descrizione delle due rette DA', De deter- 
mina ogni posizione d’ una retta che genera il proposto pia- 
no, e perciò quella descrizione medesima esprime o rappre^ 
senta la posizione del detto piano . 

5- 33. Cotesta espressione non solamente è atta a far na- 
scere nell' immaginazione l’idea del piano supposto , ma som- 
ministra i mezzi di risolvere i quesiti che si possono fare 
intorno ad esso . £ prima supponghiamo data in M una pro- 
iezione di un punto che giaccia nel piano dato per mezzo 
delle sile intersecazioni D C A' , De coi piani I* e II* : vuoi- 
si determinare la seconda projezipne del pnnto obbiettivo 
corrispondente alla data projezione M . 

Condurremo per M una retta paralella alla DC', che se- 
ghi in M’ la comune sezione XZ. A questa condurremo normale 
per M' una retta che seghi in ni la De, indi per ni si condur- 
rà la retta nim paralella alla XZ. Finalmente condotta per 
M una retta normale alla XZ che vada ad incontrare in m 
la m' m , si otterrà in m la seconda projezione cercata . 

Imperciocché la M M' sarà sul piano I* projezione di una 
generatrice che passa pel punto corrispondente alla projezio- 
ne M J. 3a . Sarà dunque M’ projezione del punto ove que- 
sta generatrice incontra il piano li*, e perciò il punto d’in- 
contro si troverà nella M’ ni ii . Ma si deve trovare an- 
cora nella De J. 3a; dunque si troverà in m'. La generatri- 
ce di cui parliamo dev’essere in un piano paralello al piano 
I*; dunque la sua projezione sul II* sarà nella retta m'm ptt- 
ralella alla XZ, ed in questa retta sarà ancora la projezione 
che si cerca. Ma essa deve pure trovarsi nella retta M m 
J. IO ; dunque sarà nell’ unico punto m che è comune alle 
due m ni, M m . 

5< 34 ■ Dato nn piano per mezzo delle sue intersecazio- 
ni coi piani coordinati, trovare gli angoli d’inclinazione che 
forma con essi . 

Parte l. 5 
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Fig. i6 Siano D^, D E le date intersecazioni, e da un punto O 
nella X Z sia condotta la perpendicolare 0 M sopra la D E. 
Prodotte le due date intersecazioni sicché incontrino rispet- 
tivatnente in f ed E la retta E O t normale alla X Z , fac- 
ciasi 0 M' eguale ad O M , ed uniscasi la t M' . Sarà 1’ ango- 
lo t M'O quello che misura l’ inclinazione del piano obbiet- 
tivo col piano I*. 

Imperciocché facciamo rotare intorno al cateto O M' il 
triangolo t 0 M’, elevando il vertice t finché il piano del trian- 
golo insista perpendicolare al piano I®. Allora il punto t si 
troverà projettato in O e sarà nel piano obbiettivo . Ora , 
stando ferma la tO insistente normale al piano 1®, facciamo 
rotare intorno ad essa il triangolo medesimo tOM' finché il 
cateto 0 M’ cada sulla retta OM. Il punto M’ cadrà sul pun- 
to M e perciò sarà nel piano obbiettivo; ina in esso tiovasi 
ancora il punto f, come abbiam veduto; dunque tutta la ret- 
ta t M' si troverà nel piano obbiettivo e sarà normale tanto 
al piano obbiettivo quanto al piano I® il piano del triangolo 
rM'O, Dunque l’angolo fM'Ó misurerà l’ inclinazione scam- 
I bievole del jtiano 1® coH’obbiettivo . Similmente si dimostre- 
rà che, descritta la Otti normale alla D f , e fatta Otti' egua- 
le alla Otti, se sarà condotta la retta E tt»', l’angolo Etti'O 
misurerà l’ inclinazione col piano II®. 

5 . 35. Una retta che dal punto O sia condotta norma- 
le sul piano dato per le intersecazioni D E , D r avrà sul 
piano 1® la sua projezione nella OM normale alla DE, e 
sul II® nella Otti normale alla Df, dovendo quella normale 
giacere e in un piano perpendicolare alla D E cd in un al- 
tro perpendicolare alla D t . 

L’angolo poi d’inclinazione, che la detta normale forma 
con ciascun piano coordinato, sarà complemento al retto di 
quello che forma col piano stesso il dato piano obbiettivo . 
Aduntpie, presa la normale per seno tutto, il seno della sua 
inclinazione con un de’ piani coordinati sarà coseno dell’ in- 
clinazione che ha il piano obbiettivo col piano medesimo» 
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Perciò se m, n,t siano gli angoli d’ inclinazione formati dal 
piano obbiettivo ordinatamente coi piani I®, II®, III®, avre- 
mo la somma dei quadrati descritti dai coseni di questi an- 
goli eguale al quadrato del seno tutto , onde si ha il qua- 
drato del seno di un angolo eguale alla somma dei quadrati 
descritti dai coseni degli a'tri due i3. Perciò dati due an- 
goli sarà determinato anche il terzo . 

5 . 36. Dato un punto nello spazio per mezzo delle sue Fig. 17 
projezioni P — />, trovare nn piano che passi pel punto da- 
to e formi coi piani coordinati angoli dati d’ inclinazione . 

Chiameremo m, n, r gli angoli d’inclinazione ordinata- 
mente relativi ai piani I®, II®, III®. Saranno dunque noti i 
complementi (qo®— /?i),( 9 o®— n), ( 90 ®— /), che sono gli angoli 
formati coi piani ste-ssi da una retta normale al piano cer- 
cato 5- 35 . Si descrivano le projezioni OR — Or di questa 
retta 5» i4> 6 si conduca pel punto P la PK paralella all’ OR 
e pel punto p la pk paralella all’ Or . Condurremo in oltre 
per P una retta PL normale a PK, che vada ad incontrare 
in L la XZ. Per L innalzeremo una L/ normale alla stessa' 

X Z , che vada ad incontrare in / la /> / condotta paralella 
alla X Z. Per l tireremo una retta l g perp>endicolare alla pk^ 
e sarà I g V intersecazione del piano II® con un piano che 
soddisfa al quesito. Pel punto g, dove la / g incontra la XZ, 
conducendo poi la g K perpendicolare alla PK , sarà in g K 
1’ intersecazione di quello stesso piano col piano I®, 

Imperciocché l’ intersecazione del piano cercato col pia- 
no 1“ deve essere in direzione perpendicolare alla 0 R o al- 
la PK , e cosi l’intersecazione col piano II" sarà perpendi- 
colare alla Or, ovvero alla pk 5-35 . Se dunque un punto 
del piano cercato ha le sue projezioni in P— /r, sarà PL sul 
piano I® projezione d’ una generatrice, e pi sarà l’altra pro- 
iezione sul piano II® 5- 3a , onde l sarà il punto d’ incontro 
di essa generatrice col jiinno li®. Adunque la /g sarà l’ interse- 
cazione del piano cercalo col piano II®. Ma l’ intersecazione 
col 1® deve passare per g ed essere paralella a P L ; dunque 
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sarà g K . Siccome poi sono quattro le rette che fonnano gli 
angoli prescritti (90® — rn ) , (go® — n) , (90® — t) 14 •> cosi 
quattro sono i piani soddisfacenti al nostro quesito , di cia- 
scheduno dei quali è facile riconoscere la posizione , consi- 
derando quella di ciascheduna delle quattro rette mentovate . 

Fig. 18 ^7 • Date le intersecazioni DA, DL d’ un piano ob- 

biettivo con due piani coordinati I* e II* : date in oltre le 
projezioni AB— aA d’ una retta indefinita nella sua lunghez- 
za, trovare il suo punto d’incontro col detto piano obbietti- 
vo e r angolo d’ inclinazione che forma con esso . 

Producasi la projezione A B finché seghi in £ la D L ed 
in C la XZ . A questa innalziamo perpendicolare in C la Cc 
che incontri in c la DA, prolungata se occorra . Condotta 
poi per E la E e normale in e sulla X Z , si descriva la c e 
e producasi la ab, se è mestieri, finché seghi in i la stessa 
ce . Sarà i sul piano li* la projezione del punto cercato , e 
conducendo per i una normale alla XZ, che vada ad incon- 
trare in I la BC, avremo in I T altra projezione del mede- 
simo punto , 

Imperciocché se intendiamo projettato nella BC un pla- 
no normale al piano I* , sarà in quel piano e la linea data 
per le projezioni AB— aA , e l’ intersecazione del piano stes- 
so col piano dato per le DL , DA. Quell’intersecazione poi 
deve incontrare il piano 1 ® in E , ed il II® in c . Adunque 
la sua projezione sul piano II® sarà la retta c c , e la sua 
projezione sul I® sarà la retta CE. Ma il punto d’ incontro 
cercato si deve trovare nella detta intersecazione ; dunque la 
projezione di questo punto sul piano II® sarà nella ce e sul 
piano I* nella CE . 

Deve poi trovarsi ancora nella A a la detta projezione sul 
' piano II®, dunque sarà nell’ unico punto i che sia comune 
alle due a b , c e $. 12; quindi l’altra projezione non potrà 
essere altrove che in I $. 10 . 

Ora conduciamo per i una retta i r normale alla DA, 
e per I una IR normale alla DL . Saranno rt— RI projezio- 
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ni di una retta normale al piano obLiettIvo nel punto cor- 
rispondente alle projezioni I — i 5* ^5 . Adunque T angolo che 
forma quella normale colla retta data corrispondente alle pro- 
jezioni BI— 'ii è complemento dell’ angolo che misura l’ in- 
clinazione della retta stessa col piano obbiettivo . Perciò, mi- 
surato il primo col metodo già esposto 5- id , si avrà il se- 
condo prendendo la differenza dell’ angolo trovato dall’an- 
golo tetto . 

5- 38 . È chiaro che volendo solamente la misura dell* 
inclinazione che ha la data retta col piano dato , non sarà 
necessario trovare il punto d’ incontro con esso ; ma presi 
nelle projezioni AB, -ab della retta due punti B, b che sia- 
I no projeaioni d’ un punto obbiettivo spettante ad essa , ba- 
sterà condurre per b una retta in direzione normale alla D 4, 
e per B un’ altra in direzione normale alla DL . Le due ret- 
te così condotte saranno projezioni di un’ obbiettiva che for- 
ma colla data un angolo eguale al complemento dell’angolo 
cercato - 

5 . 3q . Dalla dimostrazione del 5- 37 si conosce come , 
essendo dato un punto per le sue projezioni R — r, si tro- 
verà la retta che passi per esso e sia normale ad un piano 
dato per mezzo delle) intersecazioni DA, D L . Conducendo 
le rette indefinite RI, ri, 1’ una in direzione normale alla 
DL , l’altra in direzione normale alla DA , saranno RI — ri 
projezioni della retta cercata, ed il suo punto d’incontro col 
piano dato si troverà col metodo del medesimo . 

Che se per converso sia data una retta per mezzo del- Fig- 17 
le sue projezioni PlC — j/k, ed assegnato in essa un punto cor- 
rispondente alle projezioni P — p, siano richieste le interscca- 
zkuii di un piano perpendicolare ad essa retta che passi pel 
punto dato , basterà condurre per P la PL normale alla PK : 
pel punto d’incontro L colla X Z la normale L/, e per p la 
pi paralclla alla medesima XZ . Finalmente per L,ove s’ in- 
contrano le due hi, pi, condotta la Ig normale alla pk, e ' 
per g, ove /g incontra XZ, la gK irormalc alla PK, saiarù 
no Ig , gli le intersecazioni dimandate . 


f 
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5- 4o . Rati due piani per le loro intersecazioni coi pia- 
ni coordinati, trovare la retta comune ai due dati piani e la 
scambievole inclinazione loro . 

Fig. 19 Siano DL, DA le intersecazioni dell’uno ed EM, EA 
quelle dell’ altro . ^ 

Produrremo le due DL , EM finché s’ incontrino in N , 
e le due DA , E A finché s’ incontrino in p , Sarà N il pun- 
to dove la retta cercata incontra il piano 1® e /> quello dove 
incontra il piano II® . Adunque condotta per N una normale 
in n sulla X Z e per p una normale in P alla stessa X Z, se 
congiungeremo colla retta NP i due punti N, P e colla np i duo 
B,/;, saranno NP — np projezioni della retta cercata io . 

Ora conduciamo per P la PR normale allaDN e la PS 
normale alla EN ; così condurremo per/? la /?r normale alla 
D/? e la ps normale alla E/? . Dico che l’angolo compreso 
dalle due rette, una delle quali è projettata in PR — /?r, l’al- 
tra in PS-/>r, misura l’inclinazione scambievole dei due 
piani dati . 

Imperciocché la prima delle mentovate rette è normale 
ad uno dei piani dati , e l’altra é normale all’ altro $.35 . 
Ambedue s’incontrano in un punto comune ai due piani stessi 
Adunque l’angolo dell’ inclinazione loro scambievo- 
le è eguale a quello che formano le due normali del qua- 
le si troverà la grandezza col metodo del 18 . 

5. 4 t • Fra tutte le superficie che possono essere gene- 
rate da una retta, le più semplici , dopo il piano , sono le 
superficie coniche e le cilindriche . 

Nomino superficie conica quella che si genera da una 
retta la quale movasi intorno ad un suo punto fermo , scor- 
rendo lungo una data curva qualsivoglia, cui distinguo col 
nome di direttrice perchè regola il movimento della retta . 
La superficie conica di base circolare o ellittica non è se non 
un esempio particolare di cotesto genere . 

5. 4 ^ ' Esprimere graficamente una superficie conica, 
della quale sia determinato il vertice c la direttrice . 
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Fingo essere J—i le proiezioni del vertice, ABCD — ahcd Fig. ao 
quelle della direttrice . Questi soli dati possono bastantemen- 
te esprimere la superficie projjosta, ma volendo ridurre Fes- 
pressione secondo quella maniera che fu accennata nel $-29 
potremo giugnere agevolmente all’intento come segue . 

Siano assegnati ad arbitrio nella direttrice quanti punti 
si voglia, i quali supponghiamo che corrispondano ordinata- 
mente alle projezioni A— a, B—ò, C— c, D—d ec. Condu- 
ciamo le rette JA , JB, JC , JD ec., e le corrispondenti /a, 
jò , ic, ìd ec. Le due JA — ìa saranno projezioni della gene- 
ratrice allorché passa pel punto projettato in A— a : le due 
JB — ib saranno projezioni della generatrice allorché passa pel 
punto projettato in B—b , e cosi in seguito . 

Adunque i punti , ove la generatrice considerata nelle 
dette posizioni incontra uno dei piani coordinati, spetteran- 
no all’intersecazione di quel piano colla proposta superficie. 

Perciò, trovati i punti d’incontro Ì 5 ,C,Z? ec. del pia- 
no F colla generatrice considerata in quante posizioni si 
voglia 5. 1 1 , la linea che passa per tutti quei punti indefi- 
niti di numero sarà l’intersecazione del piano F colla super- 
ficie data . 

In modo affatto simile possiam determinare la projezione 
sul piano 1 ° di qualunque sezion piana fatta paralellamente 
ad esso , 

Sia X'Z', paralella alla X Z , la projezione sul piano II* 
d’ un nuovo piano secante , e saranno i punti i, a, 3 , ec. 
projezioni sul piano II’ di altrettanti punti che spettano alla 
sezione . Condurremo dal punto i una retta normale alle 
X'Z', XZ, che vada ad incontrare in I laJB,esaràI la pro- 
jezione corrispondente ail’ altra i, talché I— i saranno pro- 
iezioni d’ un punto della nuova sezione cercata . Condurre- 
mo similmente per 2 una normale alle X'Z', XZ che vada 
ad incontrare in II la J C e saraiWo II— a projezioni di un 
punto che al pari del precedente spetta alla predetta sezio- 
«e . Proseguendo dunque nello stesso modo si determinerà 
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un numero qual sì voglia di punti A , I , II , ec. pei qual» 
tutti deve passare la curva in cui esser deve projettata la 
nuova sezione . 

5 . 43 • o sian date le projezioni della direttrice, o 

l’intersecazione con uno dei piani coordinati, come la ABCD 
ec., che è T intersecazione col piano I*, uno di questi dati , 
congiunto alle projezioni del vertice , basterà a poter deter» 
minare ogni punto della proposta superficie allorché sia da- 
ta una projezione di esso . 

Ponghiamo in E questa projezione. Condurrò per E una 
retta J E die incontri o la projezione della direttrice in E', o 
Pinterserazlone ABCD in €. Se dovrò servirmi della direttrice, 
innalzerò per E' una normale alla XZ che vada ad incontra- 
re in e* la curva abed CjC., la quale è j^ojezione della ste^ 
sa direttrice sul piano II*. Se poi sarà data l’ intersecazione , 
condurrò per*<? una normale sulla X Z in r • Descritta una 
retta che passi per i e per l’uno dei due punti e', t,in essa 
dovrà essere anche 1’ altro, ed inoltre la cercata projezione 
corrispondente alla data E . Condneendo dunque pel punto 
£ una retta normale alla XZ che vada ad incontrare in e 
la retta »/, in questo punto d’ incontro e sarà determinata 
la seconda projezione richiesta, onde le due projezioni £— c 
determineranno un punto della data superficie . 

Se la medesima retta incontrerà In più d’ un punto o la 
curva ABCD , se questa è la data projezione della direttrice, o 
l’altra curva ABCD, se questa sarà data invece della prece- 
dente , quanti saranno i punti d’ incontro , altrettante rette 
saranno determinate nel modo stesso con cui fu determinata 
la i « , onde altrettante projezioni saramio pure determinate I 

come la e , ciascheduna delle quali combinata colla medesi- 
ma E determinerà un punto distinto della superficie propo- 
sta . 

5- 44 • Fingiamo cl# il vertice della superficie conica 
si scosti dalla direttrice ad una distanza infinita , la detta 
superficie passerà alla forma cilindrica . Ciò vuol dira che se 

la 
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la generatrice della prima si deve rivogliere inforno ad un 
dato punto fermo, quella della seconda progredirà sempre^ 
paralella a se medesima, scorrendo lungo la direttrice. Fatta 
questa distinzione, quel che si è detto intorno alla maniera 
di esprimere la superficie conica, conviene parimenti ancora 
alla cilindrica . 

Sia dunque ABC ec. 1’ intersecazione del piano 1" con Fig. ai 
una superficie cilindrica. AD — ad siano projezioni della ge- 
neratrice allorché passa pel punto A; si vuol determinare 
graficamente il punto, o i punti della data superficie i qua- 
li corrispondano ad una projezione M data sul piano 1°. 

Conduciamo per M la retta MN paralella alla AB che 
incontri in N la curva ABC. Per N conduciamo una normale 
alla XZ che la incontri in n , e da questo punto sia tirata 
una retta n m paralella alla ad . Sulla nm sarà la seconda 
proiezione corrispondente alla data M c si determinerà nel 
solito modo . Qui pure se la M N incontri in più d’ un pun- 
to la curva ABC avran luogo le conclusioni fatte superior- 
mente 5- 4'^ • 

5 . Osserviamo un’altra maniera di superficie gene- 

rate da una retta linea . Le condizioni della generatrice 
sono che nel suo movimento progressivo debba sempre incon- 
trare tre altre linee date come direttrici. 

Supponghiamo prima in generale che siano queste tre 
curve, e le chiameremo D, D’, D". 

S’ immagini costituito in un punto della D il vertice 
d’ una superficie conica, della <jualc sia direttrice la D'. Se 
questa superficie incontri la curva D“ in un punto, la retta 
condotta per cotal punto c pel vertice seglierà tutte le tre 
curve D,D',D", e perciò determinerà una posizione della ge- 
neratrice . Quante saranno le intersecazioni della supcrlicie 
conica c della curva D", tante posizioni della generatrice de- 
termineremo nello stesso modo . Coiivicii dunque vedere co- 
me si trovino queste posizioni dipendenti dalle intersecazio- 
ni predette . 

Parte /. 6 
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Fingiamo Jescritla una nuova superficie conica la qual 
__aljbia il medesimo vertice della precedente , ma la sua diret- 
trice sia la curva D". Se la prima superficie conica ha comu- 
ne un punto colla curva D", per quel punto passerà una 
retta comune ad ambedue le superficie coniche . Supponendo 
dunque che <pieste siano tagliate o da un dei piani coordi- 
nati , o da qualunque altro , le due intersecazioni avran co- 
mune quel punto ove raccennata retta incontra quel piano, 
e reciprocamente quanti saranno i punti comuni alle due in- 
tersecazioni , altrettante saranno le rette comuni alle due su- 
perficie coniche , le quali rette segheranno le tre direttrici, 
e perciò corrisponderanno ad altrettante posizioni della ge- 
neratrice , 

Dunque per ogni punto della D, relativamente al quale 
si voglia determinare la generatriee , o le generatrici corri- 
spondenti , converrà descrivere le intersecazioni di uno fra i 
piani coordinati qual si voglia , o di qual altro piano torni 
più comodo, e delle due superficie coniche le quali abbiano 
il vertice comune in quel punto , ma diverse le direttrici , 
cioè runa abbia la D' e l’altra la D". Le intersecazioni del- 
le due curve che nascono sul plano secante determineranno, 
secondo ciò che abbiam detto, tutte le rette generatrici che 
passano pel punto preso come vertice , _ 

§. 46 • Simplificblamo alquanto cotesto soggetto suppo- 
nendo che le direttrici siano tre rette linee, le quali a due 
a due non possano giacere in un piano . 

In qttesto caso non più dovremo considerare una super- 
ficie conica , ma un piano che sia determinato da una delle 
tre direttrici , ponghiamo la D', e da un punto variabile su 
qual si voglia delle altre due , a cagion d’ esempio sulla 
D . Il piano che passa per la D' cangerà sempre posizio- 
ne dipendentemente dal punto della D per cui deve passa- 
re ; ma in qualunque posizione segando la terza direttrice 
D" in un punto, questo e quello che si assume nella D de> 
termineranno una posizione della generatrice . Tutte queste 
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posizioni sono dunque determinate dalle intersecazioni di un 
piano , rotante intorno alla D', colle altre due direttrici D, D". 

Siano AB — ab le projezioni di quella che abbiamo de- ^*6’ 
nominato D, CP — cp spettino alla seconda detta D' , e le 
EF — ef sian quelle della terza D". Facciamo che il piano ro- 
tante passi per la D' e nominiamla asse . Benché la super- 
fìcie sia determinata per le projezioni delle tre direttrici, ciò 
nulla ostante non possiam dire che questa maniera di rap- 
presentazione basti per determinare immediatamente qualun- 
que punto della superfìcie, tosto che di esso abbiasi una so- 
la proiezione , ma se vogliamo adoperare i dati quali sono 
nella Fig. aa converrà prima determinare una sezione piana ' 
che passi pel punto corrispondente alla data projezione, on- 
de poterlo compiutamente determinare col soccorso di essa . 

Sia Q la data projezione , e P il punto ove il piano 1“ 
è incontrato dall’ asse. Descritte ad arbitrio quante rette si 
voglia nel piano 1“ che passino tutte pel punto P, come la 
P L , ciascheduna di esse rappresenterà l’ intersecazione del 
piano col piano rotante considerato in una particolar po- 
sizione . 

11 punto ove questo piano incontra la direttrice D sarà 
in quella retta ove si tagliano lo stesso piano rotante ed un ' 
altro condotto normale al piano 1“ per la AB . Similmente 
il punto dove il piano rotante considerato nella medesima 
posizione incontra la D" , sarà nell’ intersecazione del det- 
to piano con quello che si condurrà per la £ F normale al 
piano I* . Ciò posto prenderemo a determinare queste se- 
Tioni . 

Siano C — c projezioni d’ un punto assegnato ad arbitrio 
nell’ asse e per C conduciamo la M M' paralella alla P L » 
producendola a segare in M la A B e in M’ la E F. Per c 
conduciamo una retta emm’ paralella alla XZ , e saranno 
M M' — m m' proiezioni d’ una retta che giace nel piano ro- 
tante ed è paralella alla PL §.ia. Pel punto L, dove la PL 
incontra la AB, sia condotta una normale alla XZ in / e pel 
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jdiiito M mia iioriiulc in m alla inni. La retta che suppor- 
rejno eoiulotla per m ed l sarà niaiiifestaniciite jirojezioiiB di 
quella in cui si tagliano il piano rotante e 1’ altro eretto 
tiorniale al piano 1“ per la AB 5-4®* Adunque sul piano II* 
la proiezione del punto d’ incontro fra la direttrice D ed il 
piano rotante dev’ essere e nella retta m l e nell’ altra ab, 
e perciò sarà determinata nella loro intersecazione n. Simil- 
mente per L', dove PL sega EF, conduoendo una norma- 
le in i sulla XZ, ed un’ altra normale dal punto M' sulla 
m Ili in Ili, descritta la iti T , si concluderà esser questa sul 
piano IF la projezione della retta ove si tagliano il piano 
rotante e quello die passa per la E F normale al piano 1". 
Dunque sarà nella retta condotta per ni ed l la projezio- 
ne del punto d’ incontro fra ’l piano rotante e I’ altra diret- 
trice D", e quindi in dove si tagliano la ni t e \a. e f, 
sarà la projezione del detto punto d’ incontro . Perciò la 
retta mi sarà projezione della generatrice corrispondente alla 
considerata posizione del piano rotante. Condotte poscia per 
n ed ti due normali alla X Z che vadano ad incontrare, una 
in N la A B, ed una in IN' la E F, si avrà l’altra projeziona 
N N' della medesima generatrice . 

Similmente potremo determinare quante altre posizioni 
si voglia delb generatrice per mezzo delle projezioni corri- 
spondenti . 

Ora conduciamo pel dato punto Q una retta Q R |>ara- 
lella alla X Z e si rappresenti in essa la projezione di un 
piano paralello al piano 11“ . Potremo determinare il punto 
ove il piano projeftato sulla QR è incontrato dalla generatrice, 
corrispondente alle projezioni N N' — n n’ , e 1’ operazione è 
simplificata in questo caso particolare dalle circostanze del 
piano di cui si tratta. Imperciocché se' in N" si taglino le due 
rette QR, NN', innalzata per N" una normale alla XZ che vada 
a segare in n" la mi, saranno N" — n" le projezioni del pun- 
to cercato , il quale è manifesto che spetterà all’ interseca- 
zione della nostra superficie col piano projettato in Q R. Nel 
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iioclo «sfesso possiamo deteruùnare quanti altri punti sarà > 

jìiestieri di cotesta intersecazione, e la linea che passa per ta- 
li punti sarà l’ intersecazione medesima. Se dunque suppon- 
gliiamo descritta sul piano II® la sua projezione, che passerà 
per tutti i punti determinati come il punto e dal punto 
dato Q s’innalzi una normale alla X Z che vada a tagliare la 
detta projezione , sarà cosi determinata la seconda projezio- 
ne corrispondente alla prima già data in Q , e con ciò sarà 
compiuta la determinazione del punto cercato. 

5 . 4? • s* agevola in gran parte la costruzione pre- Fig. a5 
cedente se quella direttrice che assumiamo per asse trovisi 
normale ad un de’ piani coordinati . Rappresentiamo questo 
caso nella Fig. a3, ove l’asse è supposto perpendicolare al 
pi.Tiio I®, essendo nel punto P la sua projezione sopra di es- 
so, e nella retta pc la corrispondente projezione sul piano 
JI." AB— al', EF — ef sono come nella Fig. aa le projezioni 
delle due direttrici rimanenti- Il piano rotante intorno all’ 
asse, e la generatrice ch’e&so determina in ogni sua partico- 
lar posizione, saranno sempre projettati sul piano 1° in una 
retta che passa per P, come per esemjno la PL. L’ interse- 
cazione di questa retta colla A B in L determina la projezio- 
ne del punto ove si tagliano scahìevolmente la generatrice 
projettata in PL e la direttrice D, che è quella projettata 
in AB — ab. Similmente l’altra intersecazione L' Ira la stes- 
sa LP e laEF determinerà il punto dove si tagliano la pre- 
detta generatrice e la direttrice D" projettata in EF — ef . 
Adunque, elevate ]ier I. ed L' due normali alla XZ, delle 
•<|uali la prima vada ad incontrare in l la ab,c l’altra in C 
la ef, sarà determinata la retta IC, che sul piano li® è pro- 
jezione della medesima generatrice la quale sul piano I® è 
projettata in L L'. 

Pertanto se il punto Q sia dato come projezione di un 
punto che spetti alla superficie proposta, si troverà imme- 
diatamente la serx)nda projezione conducendo per Q e P la 
retta indefinita PM'QM clic seghi in M la AB ed in M’ la 
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EF, e per mezzo dei punti M, M', determinando i due cor- 
rispondenti come or ora furono determinati i due /, l 

per mezzo dei due L, L', si troverà similmente la retta m/n’ 
che sul piano li" è projezione della generatrice, la quale sul 
piano I® ha la sua projezione in MM'. lii questa generatrice 
dovendo essere il punto cercato che ha sul piano I" la sua 
projezione in Q , non rimane che a determinare 1 ’ altra sua 
projezione q sul piano II", la quale trovasi conducendo per Q 
una retta perpendicolare alla XZ che vada a segare la m m\ 
e sarà q il punto di questa intersecazione . 

5. 48. Sono di grandissimo uso nelle arti quelle superficie 
che vengono generate da una linea obbligata a descrivere con 
tutti i suoi punti altrettante paralelle ad una linea data co- 
me direttrice . 

Con questa condizione si vuol significare che se un pia- 
no incontri ad angoli retti una delle dette linee paralelle , 
incontrerà pure ad angoli retti tutte le altre; ed in oltre se 
due piani seghino perpendicolarmente due di queste linee , 
la retta che unisce le due intersecazioni fatte dal primo e- 
guaglia sempre quella che unisce le due intersecazioni fatte 
dal secondo . 

Segue da ciò che , descritto il poligono rettilineo che 
viene determinato dai punti ove un piano sega perpendico- 
larmente quante si voglia delle accennate linee paralelle alla 
data direttrice, esso poligono avrà una certa figura determi- 
nata e costante in tutte le posizioni nelle quali si può con- 
siderare il piano secante . 

Ora si osservi che il poligono è circoscritto dalla sezio- 
ne che il medesimo piano fa nella superficie curva descritta 
dalla supposta generatrice; e perchè i Iati di esso possono 
essere di un numero quanto si voglia grande, ed in conse- 
guenza la lunghezza di ciascheduno minore di qualunque as- 
segnabile, la sezion curva sarà limite dei poligoni che si pos- 
sono descrivere in tal maniera approssimandoli sempre più 
ad essa col moltiplicare i loro lati. Se dunque in tutte Io 
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posizioni del piano secante ciascuno dei poligoni, determina- 
ti come fu detto, conserva la sua forma costante, converrà 
che conservi pure una forma costante ancora la sezion cur- 
vilinea . Perciò tutte le sezioni fatte nella superficie di que- 
sto genere con piani normali o alla direttrice o ad una del- 
le altre linee paralelle ad essa, sono eguali e simili fra loro. 

S' 49 • 1^® queste nozioni deriva immediatamente il me- 
todo di descrivere la figura che deve avere ogn’ una delle 
dette sezioni . 

Si rappresenti in P un punto nel quale un piano secan- 
te debba segare la direttrice che suppongo rappresentata dal- 
le projezioni ABC — aie. La retta TX' sia quella che deve 
coincidere colla normale della direttrice allorché il piano sud- 
detto sarà posto in modo che la seghi nel punto accennato, 
e siano EDG — edg projezioni della generatrice . 

Secondo la definizione è chiaro che se da un punto del- 
la generatrice, per cagion d’ esempio da quello che è pro- 
jettato in D— J, sia condotta una retta perpendicolare alla 
direttrice che si rappresenti dalle projezioni BD — W, in qua- 
lunque altra delle successive sue posizioni si consideri la ge- 
neratrice, la retta che dal medesimo punto sarà condotta 
perpendicolare alla direttrice conserverà la lunghezza che 
aveva prima, cioè quella che è determinata dalle projezioni 
BD — id, 

Immaginiamo ora che la normale della direttrice nel 
punto projettato in B — b si rappresenti per le projezioni 
BF — ^ , e che F -y siano projezioni d’ un punto nel quale 
essa normale prolungata incontra la supposta superficie . È 
pur chiaro per la definizione che la distanza del punto pro- 
jettato in D—d da quella linea paralella alla direttrice che 
giace nella considerata superficie e passa pel punto projetta- 
to in F— /, sarà sempre la medesima in tutte le posizioni 
nelle quali si trasferisce il punto corrispondente alle proje- 
zioni T) — d. Adunque ancora l’angolo che la retta projet- 
tata in BD — òrf, trasferendosi nelle successive sue posizio- 
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ni , forma colla corrispondente normale della direttrice si 
conserverà costante , cioè sempre eguale a quello che è di- 
mostrato dalle projezioni DBF — dbf . 

Per la qual covsa fingasi che PT' rappresenti il ramo del- 
la normale procedente dalla parte convessa della direttrice e 
PT rappresenti cjuello che è dalla parte concava; si appliche- 
rà in P r angolo T'Pa eguale a quello che corrisponde alle 
projezioni DBF — dbf, e fatta Pzi eguale alla retta projelta- 
• ta in BD — sarà determinato in zi il luogo ove accade 
l’ intersecazione fra il supposto piano normale e la curva de- 
scritta dal punto projettato in D — d. 

Similmente operando potremo determinare quanti altri 
punti si voglia ù! , ù!' , oc., tutti spettanti all’ intersecazio- 
ne richiesta, la quale verrà in questo modo determinata. 

Fig. 24 S- dette si vede facilmente come si pos- 

sa costruire una projezione della curva la- fpiale sia descritt.a 
da qualunque punto della generatrice paralellameute alla di- 
rettrice . 

Sia, come prima, il punto projettato in D— </, e snp- 
ponghinmo trovato tanto 1 ’ angolo T'P^, quanto la lunghez- 
za Pa S* • 

Assegnalo ad arbitrio nella direttrice un punto per le 
projezioni H - i, sia condotta per esso la normale della di- 
rettrice e siano HI — hi le sue projezioni 5.27 . Si potrà con- 
durre per (jiicl medesimo punto un’ altra retta in un piatta 
perpendicolare alla direttrice , e che sia posta rispetto alla 
detta normale come è posta la retta projettata in BD — bd 
relativamente alla normale projettata in BF — bf, talché pro- 
cedendo queste due rette ultimamente nontinate dalla parte 
convessa della direttrice, ed essendo la seconda al di sotto 
della prima, dalla parte convessa procedano pure le due prc- 
cedculeniente indicate, e di esse quella normale alla diret- 
trice sia pur al di sotto dell’altra, ed inoltre P angolo for- 
mato dalle due prime eguagli quello delle due seconde. 

Poiché duii([uc conosciamo 1 ’ angolo T'Pzt , e la lunghez* 

za 


Digitized by Gooj^Ie 



49 

aa Pa , ed inoltre è determinato il piano normale alla diret- 
trice nel punto corrispondente alle projezioiii H— A 5.36, 
otterremo le due projezioni HD‘ — hd di quella retta che «i 
deve applicare al punto projettato in H— A 5- *5, e gli estre- 
mi D' — d saran projezioni di un punto che spetta alla cur- 
va generata dal supposto punto corrispondente alle proje- 
zioni D — d . 

Potendosi dunque determinare altri punti quanti si vo- 
glia della medesima curva , tutti nello stesso modo con cui 
ili determinato il precedente , nulla più fa di bisogno per 
ottenere le projezioni di essa 5> 7 • 

5* Si . Quello che fu detto di una conviene manife- 
stamente a tutte le curve che si descrivono dai punti della 
generatrice . Possiam dunque fingere che sian costruite le 
projezioni d’ un numero indefinito di queste curve . 

Un piano che le seghi tutte determinerà ne’ suoi punti 
d’intersecazione con esse altrettanti punti che spettano alla 
sua intersecazione con la superficie di cui si parla. 

Se dunque in un de’ piani coordinati sia dato un punto 
come projezione di un altro che giaccia nella detta superfi- 
cie , la posizione di quel punto si potrà determinare come 
nei precedenti 55- 44’ 4?’ n>*^^zo della sezione fatta nella 

superficie obbiettiva da un piano che sia condotto per la da- 
ta projezione , e normale al piano coordinato sul quale è da- 
ta . Le projezioni delle curve , che abbiain supposto essere 
descritte sui piani coordinati , sono dunque mezzi necessari! 
per determinare , in generale, la detta sezione, ed in conse- 
guenza per risolvere il problema . 

5- 5a . Ma nelle costruzioni insegnate dai 55-49 ’ 
noi supponghiamo descritta la perpendicolare che da un pun- 
to qual si voglia della generatrice si conduce sulla direttri- 
ce . Come possa essere eseguita questa operazione in qualun- 
que caso si mostrerà nel Gap. VII. Frattanto per proseguire 
r e^sercizio nostro gradatamente esamineremo alcuni di quei 
Parte /. 7 
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casi , ove non è d’ uopo d’ altre nozioni fuorché di quelle 
già esposte fino ad ora . 

5 . 53 . Le superficie dette di rotazione costituiscono una 
classe soggetta alla medesima definizione del 4® • Qualun- 
que sia la loro generatrice , essa è obbligata a descrivere co’ 
suoi punti altrettante circonferenze circolari , delle quali è 
comune asse una retta data, cioè a dire i centri di tutti quei 
circoli sono nella retta medesima , ed i loro piani ad essa 
normali . È dunque manifesto che un piano perpendicolare 
ad una , e per conseguenza a tutte le altre circonferenze , 
passa p<T 1’ asse , giacché deve passare per tutti i centri . 

Siano PP* — pp' projezioni dell’asse, ABC — abe proje- 
zioni della generatrice, e si voglia descrivere la figura della 
sezione fatta da un piano condotto per l’asse. 

Per un punto P, preso ad arbitrio nella retta PP , sia 
tirata una j>erpendicolare alla XZ, produccndola a segare in 
p' la pp . Pongasi poi una retta IIIl' eguale alla PP e s’ in- 
nalzi per n' una normale nV , facendola eguale a quella che 
misura la distanza del punto p' dalia XZ . Descritta la Hr, 
sarà (lessa eguale alla porzione finita dell’ asse che corrispon- 
de alle projezioni pp’ — PP' S- • ' • 

Assegniamo ora nella generatrice un punto per mezzo 
delle stie projezioni D— r/, e da questo sia condotta all’asse 
una normale, di cui siano projezioni le DK — dk 5- t5 . E 
chiaro che questa normale sarà semidiametro della circonfe- 
renza che deve descrivere il punto projettato in Y) — d at- 
torno all’ asse , e che il centro di essa sarà nel punto dell’ , 
asse projettato in K— A. 

Pongasi dunque nr eguale a PK e s’ innalzi la normale 
r j. che seghi in y la n r. Sarà riy eguale alla porzione dell’ 
asse projettata in PK— pA • Dunque y rappresenterà il punto 

dell’asse projettato in K— A; e se per y sia condotta la retta 
yt normale alla n »• ed eguale a quella che è projettata in 
DK — dk, il punto t rappresenterà (jucl punto del piano so- 
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cante ov’ esso incontra la circonferenza che si descrivè dal 
punto della generatrice projettato in D—t/. 

Ometto la dimostrazione petchè evidente, e passo a con- 
cludere che per altri punti della generatrice quanti si voglia, 
determinati dalle corrispondenti loro projezioni D'— D" — éP' 
ec. si potrà rinovare la costruzione ed il i-agionamento fatto 
sul punto che corrisponde alle projezioni D — d, e nella stessa 
maniera determineremo quanti altri punti si voglia /*, J” ec. 
spettanti alla linea di cui si cerca la figura. Perciò essa ver- 
rà determinata dai detti punti e quanti altri si cre- 

derà necessario descrivere nell’ accennata maniera . 

Lunga sarebbe 1’ operazione volendo detei-minare col me- 
todo del §. i5 tutte le rette che dai punti assegnati nella 
generatrice intendiamo condotte perpendicolari all’ asse , co- 
me quella indicata dalle projezioni DK — dk . Ma la natura 
del problema ammette un espediente , per cui non poco so- 
no agevolate le costruzioni . 

Fingiamo condotte dai punti D, D', D", ec. altrettante 
normali sulla PP', e misurate le loro distanze dal punto P , 
facciansi or.dinatamente eguali a queste distanze le rette IlCv 
nC, nC”ec. Dai punti C,C',C’' ec. eleviamo altrettante nor- 
mali alla nn', cioè le Cc, C'c', C"c", facendole ordinatamen- 
te eguali alle dis*^anze dei punti d,d,d',ec. dalla XZ . Ciò 
fatto condurremo le rette cy, c'j.', c'V' ec. perpendicolari sul- 
la Ilx ed i punti , y', j." ec. determineranno sulla retta IIt, 
che rappresenta 1’ asse , i centri dei circoli che si descrivono 
rispettivamente dai punti della generatrice projettati in D — d, 
D'-J’,D'W ec. 

Per trovare le lunghezze dei loro semidiametri operere- 
mo nel modo che ora sarà indicato relativamente ad uno di 
essi , e questo sia il primo . 

Presa una retta eguale alla distanza del punto D dalla 
PP*, sopra di essa come cateto si faccia un triangolo rettan- 
golo , di cui l’altro calete sia cy-, e 1’ ipotenusa di questo 
triangolo eguaglierà il cercato semidiametro , che è quello 
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del circolo descritto dal punto corrispondente alle projezìoni 
D — d. Posta dunque j.<T eguale alla lunghezza della trovata 
ipotcnusa, sarà / un punto deirintersecazione che si vuol de- 
scrivere, cioè di quella che nasce segando la superficie di ro- 
tazione con un piano condotto per Tasse . Perciò, trovate in- 
simil modo le lunghezze degli altri semidiametri , ed appli- 
cate ordinatamente ai prolungamenti delle rette c'j.', c'y’ec. , 
si otterranno i punti, J" ec. pei quali è determinata la sezione . 

Imperciocché immaginiamo che per la retta P P' passi un 
piano perpendicolare al piano I®, e nominiamolo Y per bre- 
vità di discorso . Dal punto della generatrice che è projetta- 
to in D — d fingiamo condotto un piano perpendicolare alT 
asse , e nominiamo V questo piano. In esso sarà il circolo 
che si descrive dal punto projettato in D — e se di que- 
sto punto descrivasi la projezione sul piano Y, per essa pro- 
iezione passerà la retta in cui si tagliano scambievolmente i 
due piani Y , V . Quella retta sarà manifestamente perpendi- 
colare alT asse che , per ipotesi , giace nel piano Y ; nella 
Tetta medesima giace poi la projezione di tutto il circolo sul 
piano Y, e per conseguenza ancora la projezione di quel se- 
midiametro che termina nel punto dato per le projezioni 
Tò—d . Adunque T intersecazione di questa retta coll’ asso 
determina il centro del circolo , 

Perchè poi il semidiametro considerato ha un estremo 
nell’ asse e l’altro estremo tanto distante dal piano Y quan- 
to il punto D è distante dalla retta P. F, ne segue che de- 
ve eguagliare l’ ipotenusa d’ un triangolo rettangolo de! qua- 
le un cateto eguagli la detta distanza, e l’altro cateto egua- 
gli la projezione del semidiametro stesso sul piano Y. 5- 1 1 • 

Raffrontiamo ora le parti di questo ragionamento colla 
costruzione già eseguita. 

Se il piano Y sia rappresentato da quello del triangolo 
n » n' , e la retta n n' rappresenti la P P', è chiaro che la 
retta n a- rappresenterà T asse costituito nel piano Y . Per- 
cliè poi la n C eguaglia la distanza che è tra ’l punto P o 
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la pci-pcndicolarc che fìngiamo condotta dal punto D sulla 
P P', ed inoltre la C c eguaglia la distanza del punto d dal- 
la XZ, sarà rappresentata in c la projezione sul piano Y di 
quel punto medesimo il quale, sui piani I* e II“, è projetta- 
to in D — d. Adunque cy rappresenta la projezione del semi- 
diametro di quel circolo che si descrive dal detto punto, e 
y rappresenta il centro del circolo medesimo, il quale è pro- 
gettato ancli’esso nella retta cy, considerata come indefinita. 

Un punto dove la circonferenzir incontri il piano Y sarà 
dunque nella retta cy, e distante da y quant’è la lunghezza 
del semidiametro . Ma la ^ % fu posta eguale a tal lunghez- 
za; dunque <f è il detto punto; è perciò spetta all’ interse- 
cazione cercata del piano Y colla superficie di rotazione . 
Nello stesso modo proveremo che i punti V, Ì"ec. spettano 
alla medesima intersecazione; dunque la sua figura è deter- 
minata dalla linea che passa per que’ punti . Ma qualunque 
altro piano che passi per 1’ asse, essendo nm-male a tutte le 
circonferenze, produrrà una sezione eguale e simile a quella 
del piano Y S-48; dunque la figura determinata è, in gene- 
rale, quella che si produce per la sezione d’ un piano con- 
dotto per l’ asse . 

Nella curva J' <T' ec. si rappresenta un ramo solo della 
sezione , la quale ha un altro ramo eguale , simile , c simil- 
mente posto dall’ altra parte dell’asse. Facile è il modo di 
descriverlo, volendo; perciocché basta produrre dalla parte 
opposta dell’asse le applicate ìy, S'y, S^y" ec., e ad esse egua- 
gliare ordinatamente i loro prolungamenti . Gli estremi di 
questi determineranno altrettanti punti omologhi ai prece- 
denti <T, J', ef" ec., onde verrà similmente determinalo l’altro 
ramo della sezione . ^ 

5. 54 • Si vede tosto quant’ è^agevole descrivere le pro- 
jezioni degli accennati circoli, riflettendo che queste proje- 
zioni sopra un piano coordinato sono altrettante ellissi fra 
loro simili, perchè egualmente inclinati ad esso piano coordina- 
to sono tutti i piani dei circoli obbiettivi. I centri delle ellissi 
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^no proiezioni Mei centri tle’circoli: gli assi maggiori delle 
medesime saranno eguali ai diametri dei circoli corrisponden- 
ti, e posti normali alla projezioiie dell’asse della superficie; 
i minori poi saranno tutti nella detta projezione , ed avran- 
no ai maggiori una data ragione dipendente dall’ inclinazione 
che ha l’asse della superficie rispetto al piano sul quale vorre- 
mo descrivere le dette projezioni . Per maggiore chiarezza in- 
dicheremo la costruzione di una di coteste ellissi, e ciò che 
si dirà sopra quella s’ intenderà detto sopra qualunque altra . 

Vogliasi dunque costruire sul piano I® l’ellisse che è pro- 
jezione del circolo descritto dal punto della generatrice dato 
per le projezioni D — d. II centro dell’ ellisse dimandata sa- 
rà in K, e per K condotta la retta R KR' perpendicolare alla 
P P’, in essa R R’ sarà l’asse maggiore . Ma (jnesto dovendo 
essere eguale al diametro del circolo obbiettivo, si porrà cias- 
cheduna- delle due parti KR, KR’ eguale alla retta >«T, e sa- 
rà determinato l’asse maggiore nella retta finita RR'. Quan- 
to al minore è chiaro die dev’ essere eguale alla projezione 
di quel diametro del circolo che si troverà nel piano eretto 
perpendicolare al piano 1® per la retta P P'. L’ inclinazione 
di quel diametro rispetto al piano I® è misurata dall’ angolo 
n^r, o pure da quello che forma in -y la / j< con una ret- 
ta che per y si conduca paralella alla n II'. 

Ciò posto, se per B si cali perpendicolare alla n n’ la 
avremo in r <p la projezione del semidiametro e perciò, 
fatta eguale alla r <p tanto la K S , quanto la K S', sarà S S' 
il cercato asse minore , onde 1’ ellisse che si descriverà in- 
torno^ ai dati assi RR', SS', sarà la projezione del circolo 
proposto . 

S- 55 . Qualunque piano perpendicolare al plano I® ta- 
glierà il circolo ora considerato, avrà ancora per sua proje- 
zione sullo stesso piano 1® una retta che segherà l’ellisse coi- 
rispondente , ed i punti d’ intersecazione fra la retta e 1’ el- 
lisse saranno projezioni di altrettanti punti , ne’ quali il cir- 
colo sega il piano accennato, 5- • Avendo poi descritta la 
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|>iojezionc del medeairao circolo sopra il piano II*, compire- 
mo col mezzo di questa la determinazione degl’ indicati pun- 
ti d’incontro fra ’l piano e la circonferenza del circolo nel 
solito modo spiegato dal 5- ^ - 

Lo stesso ragionamento si ripeterà sopra un piano per- 
pendicolare a qualuii([ue altro dei due rimanenti piani coor- 
dinati, allorché seghi la circonferenza del circolo predetto. 
È dunque chiaro che per questa via possono essere determi- 
nati quanti punti si voglia della sezione fatta nella superfi- 
cie da un piano paralello ad uno dei tre coordinati . La su- 
perficie è dunque sufficientemente espressa per le proiezioni 
del suo asse, e della generatrice, giacché da questi dati pos- 
siaiii deduiTC tutto ciò che si richiede nel aq . 

56 . Coi mezzi precedentemente esposti si giugno an- 
cora a determinare (pialuiujue punto della superficie , del 
quale sia data una sola projezione , applicando ciò che ab- 
hiam detto nel 5'5i . Ma la natura della superficie, intorno 
alla quale vei'siamo ora, ammette qualche agevolezza da non 
trascurare , e questa si ottiene profittando del comodo che 
somministra la curva circolare , la quale può essere conside- 
rata come una geiicnUrice. 

Ponghiiuno in M la data projezione di un punto che è 
nella superficie data , c si voglia trovare 1’ altra projezione 
del punto medesimo sul piano li®. È chiaro che il quesito 
sarà soddisfatto quando si trovi la distanza che ha il punto 
richiesto dalla sua projezione. M . 

Sia condotta per M una retta normale alla P P' nel pun- 
to L, e posta la yt eguale alla ML, descrivasi per t una ret- 
ta indefinita to" paralelLa alla II w. Ora col centro y e coll’ 
intervallo j. «f si descriva un circolo che seghi in o la retta 
/ o": col centro y e coll’ intervallo y «P descrivasi un altro 
circolo che seghi in o’ la retta medesima ; col centro y' e 
coll’ intervallo y' descrivasi un terzo circolo che seghi in 
o” quella medesima retta, e cosi di mano in mano . Siano t, 
t'i t" ec. i punti ove la retta t o" taglia rispettivamente le 
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Sy, 1“ y' , S" y" ec., e si faccia yu eguale alla t o, y' u>' egua- 
le alla t' o\ y" u" eguale alla t"o" ec. Tutti i punti w, w', w'" 
jec. apparterranno alla figura della sezione che si fa nella su- 
perficie con un piano elevato normale al piano 1 °, che passi 
per M e sia paralello all’asse della superficie medesima . Cotesta 
sezione avrà due rami eguali e simili, posti similmente dall* 
una e dall’ altra parte dell’asse , uno dei quali è determina- 
to dai detti punti w , w',w" ec. , 1 ’ altro si determinerà in 
modo analogo , quando sulle rette y S,y J“, j," J"si pongano 
ordinatamente le misure yui ,y y"u " ec. 

Prendiamo ora la eguale alla PL e per A si elevi 
una normale alla n n', producendola fin che vada ad incon- 
trare in qualche punto w'" la curva determinata dai punti 
U)" ec. La perpendicolare A fcr'" eguaglierà manifestamen- 
te l’applicata relativa al piano 1 % la quale congiunge la da- 
ta proiezione M con un punto della superficie da essa rappre- 
sentato ; anzi se la perpendicolare A u'"', prodotta quanto è 
mestieri , incontrerà ancora in co'” la stessa curva w to' w'' 
ec. , avremo la retta a co'* eguale ad un’ altra applicata la 
quale congiunge un secondo punto della superficie colla sua 
proiezione in M; ed in generale, quanti saranno i punti ove 
la normale A »«"' incontra la curva co to' co" ec. , altrettanti 
punti della superficie avran comune sul piano I* la proiezio- 
ne M, e di ciascheduno verrà determinata l’ applicata corri- 
spondente che deve riferirsi al piano I*; onde le loro proie- 
zioni sul piano II® saranno pure determinate . 

La dimostrazione relativa a ciascheduna parte della co- 
struzione indicata si lascia trovare al Lettore per suo utile 
c non difficile esercizio . 

§. S 7 . Ma quando 1’ asse della superficie di rotazione 
sarà perpendicolare ad uno dei piani coordinati, è manifesto 
che in quel piano le proiezioni dei circoli descritti da’ pui>- 
ti della generatrice sono altrettanti circoli concentrici eguali 
ai corrispondenti loro obbiettivi . Le projezioni poi sugli al- 
tri due piani saranno rette linee . 

Nel- 
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Nella Fig. a6 si rappresenta questo caso, essendo l’asse Fig. a6 
perpendicolare al piano 1”, e perciò projettato nel punto P 
sopra quel piano e nella retta y?/?' -sopra al piano 11°. 

< Condotte da quanti punti si voglia D, D', D" ec. della 
curva, che è projezione della generatrice sul piano I”, altret- 
tante rette DP, D'P, D’P ec., e dai corrispondenti punti di 
d ec. nella projezione della generatrice sul piano II", altret- . 
tante rette dk^ d k! ec. normali alla pp\ saranno DP — dk 
projezioni del raggio d’ un circolo, D'P — projezioni del 
raggio d’ un altro circolo, e così in seguito. Perciò il primo 
circolo avrà per sua projezione sul piano I" quello stesso che si 
può descrivere col centro P e coll’intervallo DP, il secondo avrà 
per sua projezione quello che si può descrivere col medesimo 
centro P e coll’intervallo D'P ec. Sul piano II" poi il primo 
circolo avrà la sua projezione nella retta dS, della quale la 
parte kS eguaglia la D P; il secondo avrà similmente la sua 
projezione nella retta d é' di cui la parte A' i' eguaglia 
la D' P, e cosi di mano in mano . Descritte dunque quante 
rette si voglia nel modo stesso col quale furono determina- 
te le /</, S'd, i punti J, S", S” ec. apparterranno alla proje- 
zione d’ una sezion piana fatta per l’asse paralellamente al 
piano II"; la qual projezione, perchè è necessariamente egua- 
le e simile alla sua corrispondente obbiettiva, esprime la fi- 
gura di essa , cioè di qualunque sezione fatta nella superfi- 
cie da un piano condotto per 1’ asse . 

§. 58 . Poiché sarà descritta la figura della sezione pre- 
detta, facilissima cosa è determinare il punto, o i punti del- 
la superficie , i quali corrispondono ad una data projezione M. 

Imperciocché si ponga sopra la XZ la retta pm' eguale 
alla PM, e per rrì sia condotta una normale alla stessa XZ, 
conducendola a segare in n la già descritta curva . Per quel 
punto n si conduca una retta indefinita nq paralella alla 
XZ; e sarà nella nq, sul piano II", la projezione di quel cir- 
colo che nella superficie data passa pel punto projettato in 
11 sul piano 1*. Se dunque per M si condurrà una retta nor- 
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male alla XZ clic vada a segare in m la nq^ saranno M — m 
projczioni di un punto che è nella superficie data. 

Che se la retta ni prodotta indefinitamente, andrà 
a segare in alcun altro punto l’accennata curva che rappre- 
senta una sezion piana fatta per l’asse , si ripeterà T opeia- 
zionc ed il ragionamento fatto sopra al punto precedente; e 
perciò col metodo medesimo verranno determinati tutti i 
punti della superficie i quali hanno sul piano I" la mede- 
sima projezione M , e per conseguenza le loro projezioni sul 
II” sono in una medesima normale alla XZ condotta pel da- 
to punto M 5 - 8 . 

5. 59, Appartengono pure alla definizione del 4 ® quel- 
le superficie che son chiamate elicoidiche, perchè la loro di- 
rettrice è un’ elìca . Sì chiama poi con tal nome una curva 
descritta sopra una superficie per lo più cilìndrica o coni- 
ca, in guisa che ravvolgasi intorno ad essa estendendosi in- 
definitamente quanto la lunghezza della superficie medesima. 
La specie di cui si fa più frequente uso e nella meccanica 
e nell’architettura è quella descritta sopra una superficie ci- 
lindrica retta, con tal condizione, che da quali punti si vo- 
glia assegnare nell’ elica conducendo altrettante rette per- 
pendicolari alla curva che è base della superficie cilindrica , 
le differenze di coteste perpendicolari successive procedano 
proporzionali agli archi della base da esse intercetti. Tale è 
il filo d’una vite, come pure la linea secondo cui sale una 
scala a chiocciola . 

Se intendiamo che una linea generatrice si mova lungo 
un’elica data per direttrice, in modo che essa generatrice 
descriva con tutti i suoi punti altrettante linee paralelle al- 
la data direttrice , la superfìcie che verrà descritta , in Cui 
giacciono tutte le accennate linee paralelle , sarà di quella 
forma che si chiama elicoidica , 

Supponghiamo che la generatrice sìa retta , e nel suo 
movimento si conservi sempre paralella al piano in cui sup- 
ponghìaino la base della superficie cilindrica; nascerà quella 
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superfìcie che forma d’ordinario l’erta d’ una scala a chioc- 
ciola. 

Se la retta che noi consideriamo porti seco un semicir- 
colo o una semiellisse , il cui piano rimanga sempre simil- 
mente inclinato rispetto all’ elica direttrice , nascerà la su- 
perfìcie di cpiella volta che suol coprire una scala della for- 
ma anzidetta . 

Ma io non mi dilungherò più oltre in esempj , essendo 
persuaso che i pochi, intorno ai quali abbiamo versato, deb- 
bano essere sufficienti a mostrare come dalla definizione si 
deduca la rappresentazione grafica di qualunque superfìcie , 
e come da questa rappresentazione si deduca qualunque se- 
zione piana paralella , e anche solo perpendicolare , a qua- 
lunque dei piani coordinati; dal che, in generale, dipende la 
determinazione di qualunque punto spettante alla superfìcie, 
del quale sia data una sola projezione; In queste cose, siccome 
abbiamo affermato sul princìpio, consiste la completa deter- 
minazione d’ una superfìcie , e per esse potrà sempre un 
artefice costruire materialmente la superfìcie medesima con 
quella esattezza della quale è suscettibile 1’ uso degli stru- 
menti meocanici . 


CAPITOLO IV. 

• Sopra la permutazione dei piani coordinati . 

5 . 60. Occorse già replicatamente 1’ occasione di osser- 
vare che più o men comoda è una costruzione secondo le 
posizioni diverse nelle quali I’ oggetto di cui si tratta può 
trovarsi collocato rispetto ai piani coordinati §5- 4? < ^7 • 
Gioverà dunque procacciare la posizione che sarà giudicata 
più opportuna , tramutando il dato sistema di piani coordi- 
nati in un altro più acconcio all’uopo. E di cotesta permu- 
tazione fu già stabilito il principio generale nel 89 . Ma, 
perchè nella pratica è spesso necessario-eostruir polte linee 
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r intreccio delle quali confonde, o almeno stanca l’attenzio- 
ne, stimo util cosa parlare ininutaincnte sul metodo di ese- 
guire la costruzione più semplicemente che far si possa, per 
quanto io credo . 

Fig. 2,7 Date su due piani coordinati le projezioni A — a, B — 

C — c ec. d’ un sistema di punti , descrivere le projezioni di 
essi sopra un altro piano dato, le cui intersecazioni coi pia- 
ni coordinati sono le D/t — DL . 

È chiaro che la risoluzione di questo problema si ridu- 
ce a condurre da ciascheduno dei punti dati una jterpendi- 
colare sul piano dato , e a descrivere i punti ove le detto 
perpendicolari incontrano quel piano. Ma applicando senz’al- 
tro artificio la costruzione del al caso nostro, verrebbe 

ingombrata di linee tutta la figura senza vantaggio alcuno in 
quanto all’ esattezza , e con dispendio d’ opera non breve. 
Propongo dunque il seguente ordine di operazioni . 

Si trovi 1’ angolo d’ inclinazione formato dal piano pro- 
posto con uno dei coordinati , a cagion d’ esempio col piano 
1° 5' 34 • Facciasi KOZ eguale all’ angolo predetto e produ- 
cansi indefinitamente dall’ una e dall’ altra parte del punto 
0 i lati 0 Z , K 0 . 

Sopra 1’ intersecazione D L conduciamo le perpendicola- 
ri A I , B II , C III , ed applicbiamo sulla 0 Z la lunghezza 
B II da 0 in a. Poi nel prolungamento della stessa ZO dalla 
parte opposta ponghiamo le due 0i,03 ordinatamente eguali 
alle due AI, C III. La disposizione di queste due misure in 
senso opposto alla precedente conùsponde alla circostanza di 
posiziona in cui si trovano le due perpendicolari AI, CHI, 
le quali procedono opposte all’altra B II . 

Ora dai punti t , 2, 3 s’innalzino le normali i a', a/>' , 
. ' 3 c', e facciansi ordinatamente eguali alle distanze dei punti 

fl, è, c dalla X Z, i quali trovandosi tutti dalla medesima 
parte superiore di essa retta X Z , pure da una medesima 
parte della retta OZ procederanno tutte le normali i o', aè', 
3c', Espongasi una retta £2), c sopra _di essa preso ad arhie 
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trio un pianto 'I, pongasi la parte .'I 'Il eguale alla I II, indi 
la 'I 'III eguale alla I III, e sian condotte le perpendicolari 
’I c/fe, 'II <a8,JIIIC?. Dai punti d, b' , c' conduciamo sulla OK 
le perpendicolari di', b' d , ci’ , ec. e facciasi 'I db eguale 
ad 0 i', 'II eguale ad O a', 'III C eguale ad 03'. . 

Dico che i punti , Sì , G hanno reciprocamente fra 
loro quella posizione che aver debbono sul dato piano 1© 
proiezioni dei pùnti obbiettivi , talché posta la retta £ S) 
sulla LD col punto 'I sul punto I e col punti II, III rispet- 
tivamente applicati sui punti li , III , se facciasi rotare il 
piano .£”c/€ intorno alla LD finché si adatti al piano propo 
sto , si farà cadere il punto SL sul punto ove il piano pro- 
posto è incontrato dalla perpendicolare condottavi pel punto 
coi rispondente alle projezioni A— -a , e similmente i punti 
e^i, C cadranno in quelli ove il piano proposto é incontrato 
dalle perpendicolari che ad esso supponghiamo condotte pei 
rimanenti punti obbiettivi i 

Imperciocché supponghiamo eseguita nei modo superior- 
mente indicato la sovr’ imposizione del piano £SìS> al piano 
proposto. La retta 'Ile® cadrà in quella dove il detto piano 
è segato da un altro che si elevi perpendicolare al piano I“, 
conducendolo per la B II . In questo medesimo piano si tro- 
verà e il punto obbiettivo corrispondente alle projezioni 
JJ — h, e la retta normale al piano I® che unisce quel punto 
medesimo colla sua projezione B, e finalmente ancora quel- 
la retta che si conduce da esso punto perpendicolare al pro- 
posto piano . •• 

Supponghiamo che l’ideato plano secante, rotando inter- 
no alla BII, venga a porsi sul piano I® conservando ilf se 
descritte tutte le enumerate linee . L' intersecazione del 
piano secante col piano proposto cadrà sulla retta IIj-, la qua- 
le formi r angolo B II y eguale all’ angolo KOZ . La normalo 
che unisce il punto B col suo punto obbiettivo corrispon- 
dente, cadrà nella B^ normale in B alla BlI ed eguale alla 
distanza del punto b dalla XZ . Laonde il punto obbiettivo 
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projettato in B—b cadrà in |S, e per conseguenza la normale 
che da quel punto si conduce al piano proposto cadrà sulla 
normale in y alla lly. Adunque la II y determina la di- 
stanza che deve avere dalla D L la nuova projezione del det- 
to punto considerato nel piano proposto . 

Ora si fa manifesto che la costruzione IIB/3y è quella 
stessa che fu eseguita in a O a,’b' e che la O a' eguaglia la 
II y . Se dunque pongasi la sopra la L D col punto ’I 
sul punto I e col punto 'lì sopra il punto II , facendo cosi 
rotare il piano intorno alla L D, il punto c3 perverrà 

in quello ove cade la perpendicolare condotta sul piano 
proposto dal punto projettato in B — b , 

Il medesimo ragionamento applicato a ciascun altro 
dei dati punti mette in chiaro che la costruzione eseguita 
separatamente, per cui determiniamo le Oi', Oa', 03', equi- 
vale alla costruzione che per ciascun punto dato converreb- 
be ripetere come la IIBjSy . 

Pertanto supponghiamo che il piano dato debba suben- 
trare in luogo del piano I® e sopra ìa S) £ debba insistere 
perpendicolare ai piano SS) £ \xn nuovo piano, sul quale si 
vuol descrivere le projezioni dei medesimi punti dati . 

È chiaro che le rette a'i', fa', c'3' misurano le rispet- 
tive distanze che hanno i dati punti dal piano SS) £ . Adun- 
que oltre alle projezioni S, C, conosciamo ancora le di- 
stanze loro dai corrispondenti punti obbiettivi. Perciò con- 
dotte pei punti t/l>,S,C altrettante normali alla S)£y e pro- 
dotte indefinitamente, faremo 'I^ eguale ad l'a', 'III c egua- 
leftì 3'c', ed in senso opposto alle precedenti misure, da 'II_i 
egAle alla a' b' , la quale procede oppostamente alle altre 
due rispetto alla O K . I punti a, ^ £, saranno le seconde 
projezioni corrispondenti alle prime o#, S, C . 

5- 6i . Nel precedente 6o abbiam supposto per mag- 
giore facilità che i due nuovi piani coordinati siano fra loro 
normali e si taglino in una retta assegnata, cioè nella DL 
rappresentata poi dalla S) £ . Ora tratteremo il problema in 
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gpnerale. ponendo i nuovi piani coordinati secondo qualun- 
que inclinazione scambievole fra loro . ' 

Indicheremo questi piani colle lettere D, D', D" che Fig. »8 
denotano i punti ove rispettivamente incontrano la comun# 
sezione XZ dei due soliti piani coordinati . 

Siano dunque DA, Da le rette determinanti il piano D: 

D' A', D' a' quelle che determinano il piano D', e dalle D" A", 

D" a" venga determinato il piano D" . Perchè le coordinate 
riferite a ciascheduno di questi piani debhon essere paralel- 
le all’ intersecazione dei due rimanenti t ^ converrà co- 
noscere le tre intersecazioni scambievoli di questi piani . 

Esse verranno detei-minate col metodo che spiegasi nel §.4o; 
e quella del piano D col piano D' verrà projettata in MjN — mn; 

PtJ — pq saran projezioni di quella ove tagliansi i piani D’ , 

!)'■; la terza poi spettante ai piani D, D" avrà le projezioni 
US — rs. Tutte e tre le menzionate rette concorrer debbono 
in un punto , e questo avrà le projezioni T — t . 

Saran dunque determinati gli angoli di scambievole in- 
clinazione che le intersecazioni mentovate formano insieme 
combinandosi a due a due 5- *8. Perciò esporremo i tre an- Fig. aq 
goli qtn , nts, stq', dei quali il primo eguagli 1’ angolo for- 
mato dalle due ijitereecazioni dei piani D, D" col piano D': 
il secondo eguagli 1’ angolo formato dalle due intersecazioni 
dei piani D' , D" col piano D ; il terzo finalmente eguagli 
r angolo formato dalle due intersecazioni dei piani D , D' 
col piano D" . 

Supponghianio che T operazione dimostrata nel §. supe- 
riore si riferisca al j)iano D, così che la retta Fig.a 7 , 

rappresenti la DM, Fig, a8, ed c't, cS , (? , Fig. U 7 , siano 
sul piano D projezioni rette dei punti dati , le quali si rife- 
scono alla retta iD ed all’origine 

Dovendosi riferire al punto / , Fig. aq , 1’ origine delle 
nuove coordinate, perchè t rappresenta il punto comune ai 
tre nuovi piani J. i , sarà mestieri determinare sul piano 
stn la posizione che deve avere rispetto alle /a, rj ed al 
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punto t la retta corrispondente alla DM, Fig.a8, che è pu- 
re rappresentata dalla S> £, Fig. 27 . 

Poiché dunque M è il puntò, Fig.a 8 , dove s’incontra- 
no 1’ obbiettiva delle MN — mn e la DM, sarà determinato 
sulla il punto cM> corrispondente al punto M , Fig.a 8 , doven- 
do essere t cAV eguale alla lunghezza della retta projettata in 
TM — tm , Fig. a 8 . Perciò a determinare compiutamente la 
posizione della retta cercata, nuH’altro manca se non la mi- 
sura deH’angolo che deve formare colla elife'n, Fig.ag, la qual 
misura è determinata dalle projezioni DMN — Dmn, Fig. a 8 , 
e si troverà per mezzo del 5 - ■ Ciò posto, conoscendosi 

dalla figura citata che il detto angolo deve comprendere la 
retta projettata in TS — /f , rendesi manifesto che la retta 
cercata , la quale deve passare per <M.‘, Fig. ag, dovrà for- 
mare colla c‘K'n un angolo no/ 6 'D' eguale al trovato, ed ap- 
plicato alla ncAL' in modo che comprenda la retta /s. In tal 
guisa la retta cfé’D' della Fig.ag sarà posta convenientemen- 
te per rappresentare la posizione della DM, Fig.a 8 , rispet- 
to 'alle rette projettate in TN — tn , TS — ts , le quali rette 
medesime sono rappresentate rispettivamente dalle t n , ts, 
Fig.ag. Che se poi prenderemo la retta o<&' D', Fig.ag, egua- 
le alla M D , Fig. a 8 , il punto D' corrisponderà manifesta- 
mente al punto D . Dalle quali cose apparisce che, poste le 
misure D' 1, D' II, D' III, Fig. ag, eguali ordinatamente alle 
S) 'I, D 'II, £) 'HI, Fig.a 7 , e condotte le normali lA, IIB, 
III C , Fig.ag, ordinatamente eguali alle 'I 'II 'III C , 
Fig. 37 , i punti A , B , C , Fig. ag , saranno conveniente- 
mente collocati nel piano nts, e rappresenteranno in esso le 
projezioni rette dei punti dati . Ed essendo pur note le di- 
stanze che questi punti debbono avere dal detto piano , lo 
quali corrispondono alle misure 'la, 'II_i , 'III c , Fig. 37 , 
essi punti saranno compiutamente determinati di posizione 
relativamente alle due rette tn, ts, Fig.ag, che rappre- 
sentano le intersecazioni del piano D coi piani D', D", come 
pure all’intersecazione di questi due ultimi piani ed al pun- 
to 
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to t, che rappresenta il loro punto comune , cioè 1’ origine 
delle nuove coordinate . 

Per giugnere al fine della nostra costruzione, cerchiamo 
sul piano D , così nominando il piano tns che lo rappre- 
senta , la projezione della retta in cui si tagliano ì piani 
D' , D" . 

Abbiam veduto che questa retta deve formare colla t n 
l’angolo ntq e colla ts l’angolo stq\ cioè a dire, se 
faremo rotare il piano qtn intorno alla rn, ed il piano q’tf 
intorno alla t s , quando coincideranno in una le due rette 
t q 1 t q\ allora i due fiiani menzionati saranno nella debita 
posizione , e la retta ove coincideranno le due t q, t q' sarà 
la loro intersecazione. Prendiamo le due t q, tq eguali fra 
loro , e pei punti q , q' siano condotte due rette , una per- 
pendicolare alla tn, l’altra alla ts. Tagliandosi queste per- 
pendicolari in q”, si conduca la retta t q" , la quale io dico 
essere la cercata projezione . 

Imperciocché, rotando i due piani nel modo che fu in- 
dicato , il punto q sarà sempre projettato nella retta q q" , 
siccome il punto q' sarà projettato nella Adunque coin- 
cidendo le due tq, tq’, ancora i punti q' coincideranno 
in uno , la cui projezione non potrà essere altrove che nel 
punto q' ove tagliansi le due q q”, q' q" . 

Dopo queste preparazioni 1 ’ enunciato del Problema si 
può concepire nel seguente modo . 

Date in un piano D le rette t n , ts , nelle quali è ta- p; 
gliato da due piani D', D" coordinati con esso ; data sul me- 
desimo la projezione della retta in cui si tagliano gli al- 
tri due, la quale è pur data di posizione ; date finalmente le 
proiezioni rette A, B, G di alcuni punti, e le distanze loro dalle 
corrispondenti projezioiii predette, trovare le projezioni oblique 
dei punti medesimi sopra ciascheduno dei dati piani D, D', D". 

Perchè la descrizione della Fig. ag fu supposta nel 
piano D , cercheremo di soddisfare al quesito relativamente 
a questo piano , ed indicheremo soltanto la costruzione per 
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trovare la projezione obliqua del punto rappresentato in B , 
giacché nel modo medesimo si deve operare per aver simil- 
mente le projezioni oblique di tutti gli altri , 

Dissi nell’enunciato che la retta projettata in t q \ cioè 
r intersecazione dei due piani D' , D", è data di posizione , 
perchè dai dati del quesito , non solo possiamo trovare , co- 
me ho mostrato , la projezione t q", ma si conosce ancora 
r inclinazione della retta obbiettiva col piano D , cioè 1’ an- 
golo ch’essa forma colla sua projezione stessa tq" . In fatti es- 
sendo qh la lunghezza d’ una retta , di cui è projezione la 
h q” , se col centro q" e coll’ intervallo ìi q si descriva un 
circolo che seghi in 0 la r A , sarà A Q la misura della di- 
stanza che deve avere dalla projezione q' l’estremo corri- 
spondente della retta projettata in hq' 5- n • Ma quello è 
pure estremo della retta projettata in tq''\ dunque sarà no- 
< ta r inclinazione della medesima retta obbiettiva col piano 
D , ovvero colla sua propria projezione t q" . 

Ora espongasi 1’ angolo b' 0 p che misuri la detta incli- 
nazione, ed innalzata normale allaO/? la retta Or, prendasi 
in essa la parte 0^' eguale alla 'Uè, Fig.a7.Pe5 0' si con- 
duca paralella alla 0/> la §>' b' che seghi in b' la Ob', 

Dal punto B facciasi passare una retta BB' paralella al- 
la t q" ed eguale alla 0 V . Sarà B' sul piano D la projezione 
obliqua corrispondente al punto che ha la sua projezione 
retta in B , 

Imperciocché primieramente è chiaro che la ]>rojezione 
cercata dev’ essere in una retta paralella alla tq' che passi 
per B , perchè la coordinata relativa alla detta projezione 
dev’essere paralella airintersecazione dei piani D',D" e par- 
te dal punto obbiettivo che ha la projezione retta B 5* > ♦ 
In secondo luogo il triangolo rettangolo che si forma dalla 
coordinata obliqua, come ipotenusa, dalla sua projezione, che 
sarà un cateto , e dalla normale interposta fra ’l punto ob- 
biettivo e la corrispondente sua projezione retta B , che sa- 
rà l’altro cateto, eguaglierà il triangolo simile Oj3'b', nel 
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qiiale Ob’ corrisponde alla coordinata oLlirpia, b’ corrispon- 
de alla a ia projezione, |S'0 corrisponde alla normale inter- 
cetta fra ’l punto obbiettivo e la sua projezione retta B. Per- 
ciò B B' eguaglierà la distanza che deve essere tra la projezione 
obliqua B’ e la projezione retta B. Rimane solo a considerare se 
il jiutilo B' sia convenientemente posto ove lo abbiamo notato 
o debba essere dalla parte contraria per rispetto al punto B. 

Ma che il punto B sia collocato a dovere si dimostra chia- 
ramente dalla circostanza che la 'Il b , Fig.a7, è. inferiore 
alla S>£, perchè inferiore al piano D è il punto corrisponden- 
te alla projezione B , e quindi la retta che per esso sarà 
condotta paralella all’ obbiettiva proiettata in t q", incontre- 
rà il piano D in B', e non dalla parte opposta per rispetto 
al punto B, se. il punto corrispondente alla projezione <7" si 
pone superiore allo stesso piano D; all’opposto poi se pon- 
gasi inferiore . 

Ho voluto a bello studio condurre un’ occasione di ri- 
cordar nuovamente quanto importi 1’ osservanza di queste 
correlazioni , perchè una sola omissione può guastare 1’ ope- 
ra , sebbene esatta in ogni altra parte . 

Per evitare la confusione che può nascere nella molti- 
tudine delle linee che abbiam descritte sulla Fig. aq, le qua- 
li più non son necessarie per ciò che rimane da costruire , 
trasporteremo nella Fig. 3 o il risultamento delle operazioni 
precedenti , ed a questa nuova figura si riferirà' in seguito il 
discorso . 

Poiché è determinata in B' sul piano D la projezione fj,,. 
obliqua del punto obbiettivo che ha sul piano medesimo la 
sua projezione retta in B , si cerchi la projezione obliqua 
del medesimo punto sul piano D*. 

Pel punto B' sia descritta una retta B' B" paralella alla 
t s,c producasi a tagliare in B" la n t. Dal punto B" si condu- 
ca una retta indefinita B"K paralella alla t <7 . Dovrà essere 
nella B" K la cercata projezione sul piano D' 5 - <1**®* 

sta projezione deve pur essere distante dal punto B” quant’è la 
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misura Oh’, Fig.29; la detta misura deve poi essere appli- 
cata in senso negativo perchè il punto di cui si tratta giace 
di sotto del piano D, come indica la posizione della ’Il^ , 
Fig.a7; dunque posta la misura eguale alla Oh’, Fig.aq, 
sul prolungamento della K B*', in senso opposto alla t q, sa> 
rà b la projczione dimandata sul piano D* , supponendo che 
questo, per la solita rotazione che immaginiamo farsi intor- 
no alla comune sezione col piano P , siasi posto per diritto 
con esso a . 

Se vorremo le corrispondenti projezioni oblique di un 
altro punto , a cagion d’ esempio di quello che ha la proj©* 
«ione retta A , si porrà la misura 0 , Fig. aq , eguale alla 

'la, Fig. 37, e condotta la a! d paralella alla O p, finché se* 
ghi in a la O V, otterremo nella «' a' la misura della distan- 
za che deve avere sul piano D la projezione obliqua cerca- 
ta dalla projezione retta A . Questa misura si applicherà in 
A A', Fig. 3 o, che sia paralella alla tt^', e proceda in senso 
opposto alla B B‘ , come dimostra la figura, perchè la nor- 
male '1 a , Fig. 27, procede in senso positivo, cioè superior- 
mente alla Ji S) . Ciò fatto , il punto A' sai'à la projezione 
obliqua che si dimanda sul piano D . 

Dal punto A' sia condotta una paralella alla ts che se- 
ghi in A" la nt , e per A" descrivasi una paralella alla t q , 
nella quale dovrà essere la projezione obliqua del medesimo 
punto obbiettivo sul piano D' JJ- ^ • Perchè poi questa pro- 
jczionc dovrà essere distante dal punto A" qixant’ è la mi- 
sura Od, Fig.aq, porremo la lunghezza A"a eguale a det- 
ta misura , applicandola in senso opposto alla B" b , perchè 
oppostamente procedono le 'la, 'II h, Fig. 27, e sarà a la 
cercata projezione sul piano D' . 

Similmente procederemo per qualunque altro punto che 
sia determinato come i precedenti ; ed in qualunque modo 
sia posto dall’ una, o dall’ altra parte di qual si voglia fra i 
nuovi piani coordinati , j>otrenio sempre determinare sopra 
di esso le corrispondenti projezioni oblique . Questo traspor- 
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fo di coordinate a piani obli([iii , di cui raro è il bisogno 
nt-lle pratiche ordinarie , parvemi che dovesse essere ciò 
nulla ostante insegnato , acciocché la dottrina delle proje-> 
zioni non rimanga scema , nè si formino idee incomplete in- 
torno air estensione ed all’ uso dei metodi grafici , special- 
mente se si voglia compararli a quelli che somministra 1’ a- 
nalisi algebrica . 

5. 6a . Se un dato sistema di punti rappresentati per 
mezzo di projezioni rette si può coirelativamente rappreseiv- 
tare per mezzo di projezioni oblique sopra un dato sistema 
di piani coordinati obliquamente fra loro, per converso dal- 
ie rappresentazioni oblique si passerà alle rette, seguendo con 
ordine retrogrado le operazioni insegnate dal precedente pa- 
ragrafo . In qualunque modo sian dunque dati i punti ob- 
biettivi, sapremo cangiare le rappresentazioui di essi, ed acco- 
modarle a quelle condizioni che verranno dimandate dallo 
pai'ticolari circostanze in ogni caso . 

5- b3 . Ma se possiamo trasferire da uno in altro siste- 
ma le projezioni di qualunque punto dato, potremo esegui- 
re la medesima tramutazione per tutti i punti assegnabili in 
una data linea ; e perciò , date le projezioni di essa in qua- 
lunque sistema, potremo trovare le projezioni correlative in 
altro sistema qual si voglia . 

64* Finalmente se possiamo tramutare da uno in al- 
tro sistema le projezioni d’ una linea , potremo operare lo 
stesso per una generatrice di qualunque data superficie , e 
cosi pure per le corrispondenti direttrici . Perciò , se sarà 
data una superficie riferita ad un sistema di piani coordina- 
ti, potremo, coi metodi superiormente esposti , riferirla ad 
un altro dato sistema di piani cooi-dinati , e trovarne sopra 
di essi le rappresentazioni corrispondenti . 

Di tutte queste permutazioni da uno ad altro sistema di 
piani coordinati ad angoli retti, abbiamo veduto alcuni saggi 
nei S-S-47>57, i quali bastano per far conoscere a die pos- 
sano servire le teorie spiegate nel presente capitolo; e sulle 
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loro applicazioni di maggior uso avremo in seguito 
opportunità di fare esperimento . 

CAPITOLO V. 

Delle intersecazioni e dei contatti fra linee e superficie , 
e fra superficie. 

5 . 65 . Poiché si è ragionato bastantemente nel Gap. 11“ 
intorno alle intersecazioni scambievoli ed ai contatti fra li- 
nee e linee , seguita che alcuna cosa si dica sopra le inter- 
secazioni ed i contatti delle lince colle superficie e delle su- 
perficie fra loro . 

Quanto alla prima di queste due parti, assai brevemente 
sarà soddisfatto spiegando come le dottrine che la risgiiarda- 
no derivano da quelle concernenti le intersecazioni delle su- 
perficie, cioè a' dire da ciò che forma 1’ argomento della se- 
conda parte . 

In fatti una linea qualsivoglia, che sia data per mezzo 
delle sue projezioni, può concepirsi descritta sopra una su- 
perficie cilindrica, la cui generatrice sia una retta normale 
ad uno dei piani coordinati e la direttrice sia la projezione 
della data linea su quel medesimo piano 5- S- 7 ’ 4* • 
posto , se sia pur data una superficie qualunque, la quale ab- 
bia qualche punto comune colla data linea, cotesto punto 
sarà pur comune alla data superficie e alla superficie cilin- 
drica, ove intendiamo essere descritta la data linea. Descrit- 
ta dunque P intersecazione <li queste due superficie , sarà 
dessa una linea che ha comune colla linea data qualun^pe 
punto ove questa incontri la data superficie . Adunque le 
projezioni dell’ accennata intersecazione e quelle della data 
linea avran comuni le projezioni del punto o dei punti ov’ 
essa incontra la data superficie la . 

A questa teoria semplicissima che non parmi richiedere 
più diffusa dichiarazione aggiungiamo solo un esempio . 
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Sì proponga di trovare i punti ove una stiperficie sferi- Fig. 3i 
ca , le cui projezioni sono i circoli C — c, è segata da una 
curva data per mezzo delle projezioni ABD — abd . Se im- 
niaginiamo una superficie cilindrica normale al piano 1 * ed 
insistente sulla projezione ABD, in questa superficie cilindri- 
ca giacerà la curva data. Per trovare l’intersecazione di essa 
superficie colla data superficie sferica, immaginiamo una se- 
rie di piani paralelli al piano 11“ che seghino ad un tempo 
ambedue le superficie . L’ una , cioè la sferica sarà tagliata 
in altrettanti circoli : 1’ altra sarà segata in rette linee nor- 
mali al piano I*. I punti nei (juali si tagliano quelle rette e 
quel circolo , che sono in un medesimo piano secante , ap- 
partengono all’ intersecazione delle due superficie . 

Passi un de’piani secanti perla retta MN, la quale ta- 
gli in M ed N la circonferenza del circolo C, ed in L la 
curva ABD . La sezione che nasce nella superficie cilindri- 
ca sarà una retta projettata in L sul piano 1“ e nella ol sul 
piano 11° , la quale l o sarà condotta dal punto L normale 
alla X Z . Il circolo poi che nasce per la sezione della su- 
perficie sferica avrà il diametro eguale alla MN, e la sua 
projezione sul piano I® sarà la stessa MN; sul piano II* poi 
sarà un circolo descritto col centro c e col raggio eguale al- 
la metà di M N . Ponghiamo che questo circolo così descrit- 
to seghi in o ed o' la retta l o , e saranno o , o‘ projezioni 
di due punti giacenti nell’ intersecazione cercata 5- ^^9 • 
milmenie operando determineremo quante altre projezioni ci 
sarà di bisogno, corrispondenti ad altrettanti punti della det- 
ta intersecazione, e cosi potremo descrivere la projezione del- 
la medesima sul piano 11“ , la quale supporremo che sia la 
curv'a uorsr'o'n'u . Onesta curva taglia in i ed i' la data 
projezione abd^ e nei punii i, i' saranno le projezioni di 
due punti obbiettivi , ove la data curva corrispondente alle 
projezioni ABD — abd interseca la data superficie sferica. Le 
due projezioni dei medesimi punti sul piano 1“ saranno tosto 
determinate conducendo per i ed i' duè rette perpendicolari 
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alla X Z, che vadano rispettlvamcmte ad incontrare in I ed 
r la curva A B D , giacché in essa debboii essere le proje- 
£Ìoni dei punti accennati §. 7 . 

5. 66 . Fingiamo che una linea data incontri in pilli 
d’ un punto una data superficie, e nominiamo A, B due di 
questi punti prossimi fra loro . Immaginiamo ancora che la 
data linea movasi con (gualche legge intorno al punto A per 
modo che il punto B si accosti di mano in mano al punto 
A e finalmente coincida con esso. Allora si dice che la data 
linea tocca la data superficie nel punto A . Se dunque sup- 
porremo che il punto mobile B, nell’ accostarsi al punto A 
per coincidere finalmente con esso , scorra sopra una linea 
descritta sulla data superficie, allorché quella data linea mo- 
bile toccherà la detta superficie nel modo che abbiamo spie- 
gato di sopra , toccherà pure la supposta linea descritta nel- 
la superficie medesima ® queste due linee avranno 

perciò la tangente comune nel punto A <{. a4 - 

5. 67 . Reciprocamente se una data linea tocchi in un 
punto A im’ altra linea che sia descritta in una data super- 
ficie , toccherà pure in quel ptinto la su|x;rficie medesima , 

5 . 68 . Oltre di ciò, se la data Ihiea tocchi la data su- 
perficie, toccherà pure r intersecaaione di questa colla super- 
ficie cilindrica eretta sulla projezione della stessa linea data. 

Imperciocché fingiamo che la supposta linea, prima di 
toccare , seghi la superficie data in due punti A » B-, e si 
trasferisca al contatto in A passando successivamente da una 
in altra posizione , in ciascheduna delle quali il punto B si 
accosti al punto A più che nella posizione j>recedente. L’in- 
tersecazione fra la superficie data e la superficie cilindrica 
contenente la data curva 65 , avrà comuni colla emva 
stessa 1 punti A , B , in qualunque posizione essa sia consi- 
derata , e quanto più saran vicini i detti punti A, B, tanto 
j)iìi la secante comune alle due curve, determinata per essi, 
si accosterà alla tangente nel punto A . Adunque , pervenu- 
ta che sia la cuna data in quella posizione ove il punto B 

coin- 


Digitized by 


coincide con A, l’ intersecazione accennata e la stessa curva 
data avran comune la tangente in quel punto 5 *^ 4 ’ ^ 

dire si toccheranno . 

Perciò se nel caso proposto $.65 , la curva data per le 
projezioni ABD — abd toccasse la data superficie sferica , la 
curva u r s it u toccherebbe la curva abd. 

§. 69 . Per .converso poi la curva data toccherà la da- 
ta superficie «[uando tocchi 1’ intersecazione sopra definita 
della supei-ficie cilindrica colla superficie proposta ; c quindi 
nel citato caso diremo che la data curva tocca la data su- 
perficie sferica quando ìa u rs u'u tocchi la abd., ed insie- 
me la projezlone sul piano 1° corrispondente alla u r z li u 
tocchi la A B D 5. a 4 ■ 

5. 70 . Quella stessa linea che tocca una data superfi- 
cie in un dato punto A può rotare intorno alta retta tan- 
gente , e così mutar posizione , rimanendo sempre in contat- 
to sì colla superficie e sì colla tangente stessa nel medesimo 
punto A . 

Perciò non si può dire che una curva sia determinata 
di posizione, quando, conoscendosi la sua figura, sia data so- 
lamente la posizione di un punto A dov’essa tocchi una data 
superficie , e la retta tangente comune alta curva ed alla su- 
perficie nel punto A . 

Ma fra tutte le posizioni che la curva può prendere in- 
torno alla tangente , è da notarsi quella in cui la normale 
della curva è perpendicolare alla superficie . In questo caso 
si trovano nel contatto della linea colla superficie condizio- 
• ni analoghe a quelle che accompagnano il contatto fra due 
linee costituite in un medesimo piano $. aa , 

$. 71 . Una' retta si dice normale ad una data superficie 
in un dato punto A , quando è perpendicolare al piano che 
tocca in A la detta superficie . 

Conosceremo dunque la posizione della normale, quando 
8! conosca la posizione del plano tangente $. 3 g . Si spieghe- 
rà fra poco il criterio di questo contatto . Intanto osservia- 

Partt I. IO 
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■ nio che una liiipa curva la ipiale Incontri una superficie cur- 
va in un punto 5- ? forma ivi colla superficie un angolo 

d’ inclinaziofle misurato dall’ angolo d’ inclinazione che Ibr- 
nva la tangente della curva col piano tangente la superficie 
nel medesimo punto S- . 

5. 7^ . Veniamo alte intersecazioni delle superficie. Po- 
sto che due superficie si taglino scambievolmente , per tut- 
ti i punti assegnabili nella toro intersecazione si può conce- 
pire che passino altrettanti piani paralelli ad uno dei piani, 
coordinati . Nascerà nell’ una e nell’ altra snjrerficie una se- 
rie di sezioni , te quali saranno rispettivamente eguali e si- 
mili alle loro projezioni sul detto piano coordinato . Ogni 
piano secante conterrà la sezione fatta nell’ una superficie e 
la corrisjxtndente fatta nell’ altra • Queste due sezioni avran- 
no dunque comuni alcuni punti che spettano all’ interseca- 
zione delle due superficie . Perciò , descrivendo snccessiva- 
. mente le projezioni delle sezioni fatte da ciascun piano se- 
cante le due sujierficie , i punti comuni ad esse projezioni 
saranno essi pure altrettante projezioni di punti che spetta- 
no all’ intersecazione dimandata, la quale potrà cosi essere 
determinata . 

§. 73 . Determinare per mezzo delle projezioni P inter- 
secazione di una siqierficie sferica , con una superficie cilin- 
drica, la cui direttrice sia un circolo massimo della data su- 
perficie sferica . 

Fig. Sa Ponghiamo che il plano del detto circolo massimo sia 
paralelio al piano II®, poiché se non sia dato in questa po- 
sizione , potrà sempre ridursi a norma del Gap. IV . Siano 
dunque C — c i due circoli ne’ quali è projettata la superfi- 
cie sferica - B B' sia sul piano I® la projezione del circolo 
massimo che fa ufficio di linea direttrice per la superficie 
cilindrica . CM — cm rappresentino le projezioni d’ una retta 
che passi pel centro della superficie sferica e sia paralella 
alla generatrice della .superficie cilindrica . 

Si rappresenti nella retta Da la projezione di un piano 
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secanfft I’ una e 1’ altra superficie e paralello al piano 11* . 
Sarà 1)' D projczioiie del circolo che nasce nella superficie 
sferica e a' A projczioiie di quello che nasce nella superficie 
cilindrica . Sul piano 11“ poi la projezione del primo circolo 
sarà un altro circolo, che ha il centro in c e si descrive col 
semidiametro coniale alla metà della D' D . Il secondo circo» 
Io che spetta alla superficie cilindrica sarà eguale al massi- 
mo della sfera , eguale ptire e paralello alla sua projezione 
descritta sul piano II*. Per descrivere questa projezione os- 
serviamo che le rette CJVI — cm son projezioni dell’asse della 
superficie cilindrica, e però il circolo che nasce in essa per 
la supposta sezione avrà il centro projettato in M sul piano 
1*, ove la CM interseca la Dò, e projettato in m sul piano 
II", ove la CTO è segata da una retta che. per M sia condot- 
ta normale alla X Z . Adunque la projezione di questo cir- 
colo sul piano 11* sarà un circolo descritto col centro m e 
col semidiametro eguale ad Ma ovvero a G B’ . Descrivasi 
questo circolo, il quale seghi l’altro descritto precedentemen- 
te ne’ punti e saran essi altrettante projezioni di punti 
che spettano all’ intersecazione dimandata . 

Similmente otterremo quanti altri punti si voglia pei 
quali si farà passare una linea i g h h' g' i' i , e questa sarà 
projezione della cercata , sul piano II* . 

Che se pei punti i, i' siaii condotte normali alla XZ le 
rette il, iT, le quali seghino in I , I' , rispettivamente , la 
D’ D, saranno i punti I , 1' le projezioni sul piano I* corri- 
spondenti alle due i, i' già notate sul piano 11*. In simil 
modo otterremo quanti altri punti saran necessarj come i due 
prece<lenti 1,1' per descrivere la projezione della richiesta 
curva sul piano I". 

74* Il metodo ora esposto delle sezioni piane para- 
lelle ad iiii piano coordinato è generalmente applicahìle a 
qualunque caso . Ma non si deve usare senza aver prima 
esaminato se le particolari circostanze d’ un problema am- 
mettano qualche artificio che renda più semplice, cd in con- 
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sequenza plii osalla la descrizione, di cui fa mestieri per ri- 
solverlo. Possiani vederne alcuni eseinpj nelle più semplici 
superficie, come sono le coniche e le cilindriche . 

Fig. 33 Date le intersecazioni ABC,DEF di due superficie co- 
niche con uno dei piani coordinati , che suppongo essere il 
piano 1”; date ancora le projezioni M — vi del vertice della 
prima superficie, e le projezioni P — p del vertice della se- 
conda ; si vuol determinare 1’ iutei'secazione di queste due 
superficie . 

Se immaginiamo un piano paralello al piano II® che se- 
ghi ambedue le superficie date , le sezioni saranno due cur- 
ve , quando non accada che il piano secante passi per ambi 
1 vertici . Sarebbe dunque mestieri per ogni sezione descri- 
vere un sistema di curve, onde avere alcuni punti che spet- 
tino alla linea d’ intersecazione eh’ è dimandata . Quanta 
fatica e quanto pericolo di errore abbia in se questo metodo, 
ognuno j)uò fiicilinente immaginare senza farne esperimento. 

Ma (juando si voglia por mente alla natura delle super- 
ficie proposte , non sarà malagevole scoprire che v’ ha una 
maniera di risolvere il problema per mezzo di sezioni tutte 
rettilinee che possiam fare nelle due superficie , e questo 
metodo sarà manifestamente da preferire all’ altro . 

Si concepisca una retta condotta pei due vertici . Le 
sue projezioni saranno le rette indefinite MP — wi/?. Se per 
quella retta faremo passare una serie di piani secanti ambe- 
due le date superficie , tutte le sezioni che verran fatte in 
esse saranno rette linee , per le intersecazioni delle quali jk>- 
tremo determinare, i punti della linea in cui si tagliano scam- 
bievolmente le due superficie . 

Perchè gl’ immaginati piani secanti passano tutti per la 
medesima retta determinata dai due vertici , le intersecazio- 
ni di essi plani col piano I® passeranno tutte pel punto d’in- 
contro dello stesso piano I® colla retta mentovata . Trovisi 
dunque il detto punto d’ incontro 5- 1 1 , e sia K . Condotta 
una retta KE che seghi ambedue le curve ÀBC, DEF, essa 
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rappresenterà l’intersecazione del plano I* con un plano se- 
cante. condotto pei vertici . La sezione che farà questo pia- 
no nella prima superficie sarà una retta che passerà per B, 
dove la K £ sega la curva ABC ; e la sezione nella seconda 
superficie sarà pure una ietta che passerà per E , dove h» 
stessa K E sega T altra cun'a D E F . Conduciamo per B una 
retta perpendicolare in b alla X Z, e per E .un’altra retta pu- 
re normale alla X Z in e ; descritte le due rette b m ^ P ^ 
saranno manifestamente BM — bm proiezioni della retta in 
cui vien segata la prima superficie , PE — pe saranno proje- 
zkmi deir altra retta in cui vien segata la superficie secon- 
da . Adunque il punto i dove si tagliano le due bm, pe, sa- 
rà sul piano 11“ projezione d’un punto comune alle due ret- 
te obbiettive sopra indicate ; e sul piano 1“ sarà I , dove si . 

tagliano le due B M , P E , projezione del medesimo punto. 

Laonde I — i saran projezioni d’ un punto che spetta all’ in- 
tersecazione cercata . Similmente potremo determinare quan- 
ti altri punti sarà di bisogno . 

§. 75 . Date le intersecazioni BAC, DEF di due super- Fig. 34 
ficie cilindriche col piano 1“ ; date le projezioni A M — a m 
d’ una generatrice della prima superficie , e le due PE — pe 
projezioni d’ una generatrice della seconda; si dimanda l’in- 
tersecazione di queste due superficie . 

In questo problema incontreremo le obbiezioni notate 
nel precedente se vorremo applicare alla sua risoluzione il 
metodo del 5. 73 senz’ altro discernimento ; ma per lo con- 
trario si conseguirà la medesima agevolezza che abbiamo su- 
periormente ottenuto, sol che il metodo generale si accomo- 
di alla natura particolare delle due superficie proposte . 

Per un punto qual si voglia della generatrice projettata 
in AM — am si guidi una retta paralella alla generatrice pro- 
jettata in PE — pe §. 13. 

La prima generatrice, e la paralella alla seconda deter- 
mineranno un piano che nomineremo n , al quale se v’ ab- 
bia una serie di piani paralelli e secanti ambedue le supci^ 
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iìcie , le sezioni da essi prodotte nell’ una e nell’ altra sa- 
ranno tutte rctiilinee. Si trovi rintersecazioiie dell’ accennato 
piano n col piano T, e sia questa la retta AG . Paralclla 
alla AG sia condotta una retta F B B' clieseglii ambedue le 
curve BAC, DEF, la prima in B e B', la seconda in F . 
La retta B F rappresenterà l’ intersecazione del piano 1“ con 
un piano paralello al piano IT» clic sega ambedue le superfi- 
cie cilindriche. Pei punti B, B’ passeranno le rette ove è se- 
gata la prima superficie , e pel punto F passerà quella ove 
è segata la superficie seconda . Conduciamo pei punti B,B’» 
F tre rette ordinatamente perpendicolari in A, b\ f alla XZ, 
c pei punti b y b' due rette b i , b' i' paralellc alla a ira , le 
quali saranno projezioni delle due che nascono per la sezio- 
ne della prima superficie cilindrica ; pel punto / si conduca 
poi la / i paralella alla p e , c sarà projezionc di quella che 
nasce per la sezione della superficie seconda la. Adunque 
i punti i, i’, dove quelle rette si tagliano, saran projezioni di 
altrettanti punti che spettano all’ intersecazione delle due 
superficie . 

Per ottenere le projezioni dei medesimi punti sul piano 
II", condurremo per B c B' le paralelle B I , B‘ 1' alla A M , 
e per F la F I paralclla alla P E . Le tre rette così descrit- 
te si taglieranno in due punti I, P, i quali saranno necessa- 
riamente le projezioni corrispondenti alle due i, i* già deter- 
minate sul piano II" . Similmente otterremo tutti gli altri 
punti che veggansi necessarj per descrivere le proiezioni dell’ 
intersecazione dimandata . 

Ma vuoisi avvertire che l’intersecazione di due superfici e 
può essere composta di più curve distinte e separate P una 
dall’ altra {*) . Ogni piano secante le due superficie potrà se- 


(*) A risoro tono rami ilivirsi di to dire detenninati da usa medcEtrati 
lin.i cnrv.i metlpgima , fom|vrr8Ì d» una deHnizìone « 
aola espressione analitica y che è qitan- 
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j:nre ad un tempo le due, o più curve distìnte, delle quali è 
composta Tintersecazione fra le due superficie . Per la qual 
cosa è necessaria molta attenzione per non confondere i pun- 
ti che spettano ad una curva con quelli che spettano all’ 
altra, onde poi descrivere ciascheduna di esse secondo la se- 
rie dei punti relativi alla medesima . 

5. 76. Se le superficie proposte, invece che siano am- 
bedue coniche, o ambedue cilindriche , saranno una conica 
e r altra cilindrica , si condurrà una retta pel vertice della 
superficie conica in direzione paralella alla generatrice della 
superficie cilindrica, e per questa retta facendo passare una 
-^erie di piani seganti ambedue le superfìcie, le sezioni saran 
sempre rettilinee, coni’ è manifesto; nè il metodo da segui- 
re in questo caso differirà da quello esposto nei due prece- 
denti ?4 5 tutto si eseguirà nella medesima ma- 

niera , avvertendo solo che le sezioni fatte nella superficie 
cilindrica saranno tutte rette paralelle fra loro, e quindi pu- 
re fra loro paralelle saranno le projezioni di esse ; le sezio- 
ni poi della superficie conica tutte concorreranno nel verti- 
ce, e le projezioni loro dovranno per conseguenza concorre- 
re nella projezione di quello . 

§. 77. Determinare l’intersecazione d’uua data super- 
ficie sferica con una data superficie conica- 

Le projezioni della prima sian date ne’ due circoli C— c. 
Nella curva A B E sia segato il piano I" dalla superficie co- 
nica, ed M — m sian le projezioni del suo vertice. 

Se pel vertice si condurrà ima serie di piani , tutti se- 
canti ambedue le superficie , è chiaro che le sezioni fatte 
nella sferica saranno circoli , e quelle fatte nella conica sa- 
ranno rette linee. Pei punti ne’ quali s’incontrano scambie- 
volmente ciascheduno dei detti circoli e le rette esistenti 
nel medesimo piano secante, passerà 1’ intersecazione delle 
due superficie . Esaminiamo la costruzione che si deve ese- 
guire per uno degli indicati piani secanti, ed il metodo me- 
desimo servirà per tutti gli altri . 

f . ' 
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Supponendo che tutti i piani secanti siano perpendico* 
lari al piano 1®, fingiamo che uno di essi passi per la retta 
MB, la quale sia condotta per M in modo che incontri e la 
curva A B E, ed il circolo C. Sia questo segato in D, D', © 
quella segata in B . Quella sezione che nasce nella data su- 
perficie sferica sarà un circolo, il cui diametro eguaglierà la 
retta DD', e sarà in essa prbjettato sul piano I®. Nella super- 
ficie conica poi nascerà una sezione rettilinea che passerà pel 
vertice e pel punto B . 

Espongasi una retta 0 B', e ad essa normale in 0 la 0 rn , 
che eguagli la to N condotta normale da m sulla X Z . Sia 
pur fatta la OK eguale alla distanza del centro c dalla XZ, 
e tirata K R paralella ad O B', facciasi eguale alla M L , es- 
sendo L il punto che divide per mezzo la DD'. Pongasi an- 
cora eguale alla M B la 0 B' , e si congiuuga la to' B' . Ciò 
fatto, col centro R e coll’ intervallo LD si descriva un cir- 
colo che seghi in i ed i la to’ B' . La descrizione di questo 
circolo e della retta to’ìB' rappresenta la sezione che nasce 
nelle due superficie ; imperciocché se fingasi la retta B’ O 
trasportata sulla B M si che il punto O cada sul punto M , 
ed il punto to' facciasi coincidere col vertice della superficie 
conica, la retta to'B’ cadrà in quella ove la detta superficie 
è tagliata dal supposto piano, ed il circolo R coinciderà con 
quello ove è segata la superficie sfei'ica. Adunque i due pun- 
ti /, i' cadranno in quei medesimi punti ove il piano secan- 
te taglia la curva d’intersecazione frale due superficie. Per- 
ciò le projezioni di quei punti sul piano I® dovraniro essere 
distanti dal punto M , rispettivamente , quanto i corrispon- 
denti punti i, i' sono distanti dalla to'O. Misurata dunque 
la distanza del punto i dalla retta to’O e trasportata la mi- 
sura sulla M B da M in I , sarà I la projezione dell’ uno ; e 
slmilmente si troverà la projezione 1' dell’ altro punto sul 
piano 1®. 

Ora sia condotta per B una normale in b alla X Z e 
congiuiigasi la m h, che sarà projezione della retta ove è se- 

gu- 
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gata la superficie conica . Aduncpie sopra la i ot saranno le 
projczioiii sul piano II" dei medesimi punti , dei quali ab- 
biam trovate le projezioni 1,1' sul piano I". Per la qual co- 
sa basterà condurre due normali allaXZ pei punti 1, 1', una 
delle quali seghi la b m in ^ , 1’ altra in / . Saranno I — /’ 
projezioni d’ un punto, 1 ’—/ projezioni d’ un altro, ambe- 
due spettanti all’ intersecazione dimandata . 

Similmente opereremo per rispetto a ciascun altro pia- 
no secante; e nella figura si vede fiastantemente indicato il 
pVoseguiinento dell’ operazione , dalla quale risultano due 
curve separate . Questo esempio richiamerà 1’ attenzione sull’ 
avvertimento dato nel fine del 76 . 

5 . 78 . Non diverto, in sostanza, sarà il metodo che 
dobbiamo tenere se la superficie conica si muti in cilindrica . 

Nulla si cangerà per quanto spetta alle sezioni fatte 
nella superficie sferica , e queste saran circoli determinati 
come prima, i quali perciò saran descritti coi centri nella 
K R , variamente distanti dal punto K secondo le varie po- 
sizioni del piano secante . Le rette poi che dovranno rap- 
presentare le sezioni fatte nella superficie cilindrica , invece 
di concorrere nel punto ni rappresentante il vertice della 
superficie conica, saranno paralelle tutte fra loro, cioè incli- 
nate alla li' O dalla medesima parte-, secondo l’angolo d’in- 
clinazione che la generatrice della superficie cilindrica for- 
merà col piano 1 " . 

79 - Descrivere l’ intersecazione di un dato piano con 
una data superficie di rotazione . 

Nel punto A sul piano I", e nella retta a a' sul II® sia Fig. 36 
proiettato 1’ asse della superficie di rotazione, della quale la 
generatrice sia eguale, simile, e paralella alla curva b b‘ b" , 
che sarà la sua projezione sul piano II® $. 57 . Il dato piano 
venga determinato dalle DL, DA, sue intersecazioni coi 
piani ‘coordinati 1® e 11®. Per comodo della costruzione si de- 
scriva una retta P A perpendicolare in P alla D L c produ- 
casi indefinitamente. Su questa retta intendiamo elevato un 
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piano normale al piano I®, e dicasi K . L’ intersecazione di 
questo piano K e del piano dato formerà in P colla P A un 
angolo che misura l’inclinazione dello stesso piano dato col 
piano I®. Trovata la grandezza di quest’ angolo 34 ? fac- 
ciasi ad esso eguale l’angolo srii»;, e posta Ha eguale a PA, 
si elevi la retta « «' normale a It « . È chiaro che la retta 
a «' rappresenterà l’asse della superficie di rotazione descrit- 
to sul piano K, e la retta il a- rappresenterà sul piano stesso 
la prqjezione del piano dato . Se dunque pei punti A, h\b'' 
ec. intendiamo condotte altrettante paralelle alla X Z che 
vadano ad incontrare in i', 3', 5’ ec. la * facendo sopra 
di esse rispettivamente le i'(3, 3'^', S'|3'' eguali alle distanze 
dei punti corrispondenti h , b' , b" ec. dalla a a', la curva 
(3'^" che passerà pegli estremi (3, ec. rappresenterà 

la generatrice della superficie di rotazione , cioè la sezione 
fatta in essa dal piano K . Perciò nelle rette l'fi, a'j-, S'jS , 4V» 
5'fi” saranno rajipresentate le projezioni d’altrettanti semicir- 
coli descritti nella superficie di rotazione , le quali projezio- 
ni s’ intendano sul piano K . È manifesto che nei punti i , 
a , 3 , 4 7 3 , dove esse rette segano la n ^ si rappresente- 
ranno le projezioni de’ punti ne’ quali il piano dato sega le 
circonferenze dei circoli sopra indicati , i quali punti appar» 
tengono tutti alla sezicme che si dimanda . 

Resta che dimostriamo come si determini uno di tali 
punti, qual si voglia, c il metodo medesimo condurrà alla 
determinazione di tutti gli altri . 

Prendiamo a determinare il punto, la cui projezione è in 2 , 

Si conduca la retta ao' normale in a alla a'j, cioè pa- 
ralella alla a a', e col centro in a', presa per raggio la a' > , 
si descriva un circolo che seghi in o' la a o' . Per lo stesso 
punto a si descriva la retta aw' normale alla Ilsr, e facciasi 
eguale alla a o*. Dico che se saranno similmente determinati 
quanti altri punti si voglia m, m'\ rn" rispetto alla II r 
come ora abbiamo determinato il punto ni , la curva che 
passerà per essi esprimerà la sezione dimandata , 
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Imperciocché fìngiamo che il piano determinato dai tre 
punti a',^, o\ rotando intorno alla a,' y, si ponga perpendicola- 
re al piano della descrizione, che rappresenta il piano K. Al- 
lora il punto o’ si troverà nella superficie di rotazione, e sa- 
rà projrtiato nel punto a. Similmente fìngiamo che il piano 
determinato dai tre punti n , t roti intorno alla n a-, e pon- 
gasi normale al piano stesso della descrizione . Allora il pun- 
to m' coinciderà nianifestamente con quel punto della super- 
ficie di rotazione in cui deve cadere il punto o'. Adunque 
ripetuto il medesimo discorso sopra tutti i punti assegnabili 
nella curva m m' m" m"‘ ec . , si conclude die se il piano do- 
ve è descritta divenga normale al piano K, per mezzo dell' 
accennata rotazione intorno alla n», tutta la dettacurva si 
troverà nella superfìcie data, e la sua projezione sarà nella 
stessa na-. Quella curva duntpie sarà l’ intersecazione del da- 
to piano colla data superficie . 

Un solo ramo r?t ni m" m" ec. della sezione sì è descritto 
per brevità , ina è chiaro che 1’ intera sezione comprende 
un altro ramo eguale, simile, e similmente posto dalla oppo- 
sta parte della Ila-, che rappresenta l’asse della sezione me- 
desima, 5- • 

8o. Se dopo aver descritto la figura della sezione, voin- 
remo rappresentarla nella sua posizione corrispondente alla 
data posizione del proposto piano secante, converrà portare le 
uiisnrc I r,aa', 3 S' ec. ordinatanteiitc in Al, All, AHI, 
e pei punti I, 1 1, 1 1 1, ec. condurre le rette I C, 1 1 C 1 1 1 G" 
ec., ordinatamente eguali alle in», am', 3/u''ec., le quali 
dctcriuineramio i punti C,C, C"ec.; e questi apparterranno 
alia projezione della richiesta curva sul piano I® . 

L’ altra projezione sul piano H® sarà deternrinata con- 
ducendo per C , C, C" ec. altrettante normali alla comune 
sezione XZ, che vadano a segare ordinatamente in c, c', c" 
ec. le rette i'|S , a’y, 3'(S' ec., prodotte quanto è mestieri come 
è indicato dalb figura; e verrà determinata dai punti c,c', e" 
cc. la curva cc'c"c", che è la seconda projezione cercata ► 
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Qui pure osserveremo che la curva C C C" C'" rappre- 
senta un solo ramo per brevità , l’altro potemlosi determina- 
re col produrre dall’altra parte della PA le CI, C II, CHI 
ec., e facendo ad esse eguali i loro prolungamenti . 

Nel piano II® la curva è rappresentata tutta intera ne’ 
due rami, uno continuo cc'c"c"', e l’altro corrispondente a 
punteggiato . 

5.81 . Volendo definire il contatto fra due superficie, 
non declineremo dai principj coi «piali fu definito il contat- 
to fra due linee, ed anche fra una linea, e una superficie . 

Il criterio corrispondente a questi due casi è costituito nella 
coincidenza dì due punti comuni ad ambe le linee, 5*^3, o 
alla linea, e alla superficie, 5- 66 • Similmente stabiliremo il 
criterio del contatto fra due superficie nella coincidenza di 
tre punti comuni ad esse . Veggiam come nasca tale coinci- 
denza . 

Si taglino due superficie in una linea , ed assegnato in 
essa un punto il quale si chiami A , ìinmagiuìamo per que- 
sto condotta una tangente, e dicasi T. È chiaro che T sarà 
tangente comune all’ una e all’ altra superficie, §- 67 ; e per- 
ciò nel punto A si avvera la coincidenza di due punti . Ma 
ciò non basta . Fingiamo dumpie condotto per A un piano 
perpendicolare alla tangente T, il quale produca in una del- 
le due superficie una sezione, cui denominerò S, e nell’al- 
tra pure una sezione che si chiamerà j . Perchè le due su- 
perficie si tagliano, potranno tagliarsi pure le due lince S, r , 
non solo nel punto A , ma in qualche altro . Nominiamo B 
un punto prossimo ad A , ove si taglino le due linee S , s , 
e fingiamo che una delle due superficie rimaacndo ferma , 

1’ altra roti intorno alla T, che rimarrà frattanto tangente co- 
mune ad ambedue le superficie . Per mezzo dell’ indicata 
rotazione, si potrà fare che il punto B si accosti successiva- 
mente al punto A, ed in fine coincida con esso. Allora le 
due linee S , j si toccheranno in A, a3, ed ivi determine- 
ranno la posizione della tangente ad esse comune. Avremo 





dunque in A due tangenti comuni «Ile due superficie, e que- 
sta circostanza corrisponde a una posizione determinata che 
hanno reciprocamente fra loro le superficie medesime; di 
man iera^^che, rimossa Tuna o Taltra da questa posizione, una 
delle due tangenti non potrà più esiger comune . La posizio- 
ne reciproca delle due superficie determinata dalle dette con- 
dizioni, si chiama contatto; ed avverasi in essa il criterio da 
noi stabilito sul principio di questo articolo; mentre pel con- 
tatto delle due linee S , 5 , cioè per esservi in A una tan- 
gente comune ad ess^ avverasi la coincidenza di quel pun- 
to , che fu detto B, cullo stesso punto A; e per esservi nel 
medesimo punto A un’altra tangente T avverasi la coinci- 
denza d’ un terzo punto col medesimo punto A . Laonde si ve- 
de che in A coincidono tre punti, i quali apparirebbero di- 
stinti , tosto che intorno ad esso punto A fosse mutata la re- 
ciproca posizione delle due superficie - 

5- tla . Applicate queste considerazioni a definire il pia- 
no tangente una superficie curva, si vede ch’esso dovrà es- 
sere determinato da due rette linee , le quali tocchino nel 
medesimo punto la supposta sujjcrficie , e s’incontrino in 
quello ad angoli retti fra loro . Ma da questo medesimo prin- 
cipio saremo condotti a conoscere che in qualunque modo 
siano fra loro inclinate due rette tangenti in un medesimo 
punto una superficie curva , per esse verrà sempre determina- 
ta la posizione del.piano tangente in quel medesimo punto la 
detta superficie . , 

Imperciocché seguitiamo a nominare A il punto di con- 
tatto, e concepiamo quante linee si voglia nella data superfi- 
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'■^^; _ ® arco intercetto dai due piani menzionati . Accostando il prl- 
1;~ mo di questi al secondo , potremo nel tempo stesso accosta. 
;t re al punto A tutti i punti d’ intersecazione tra quel primo 
piano o le curve ;~'ed insieme le rette che in essi*punti le 
segano, e concorrono in A, scemeranno T inclinazione loro con 
ambedue i piani , Perciò quando coincideranno insieme i due 
|i;' piani medesimi, dovranno pure coincidere tutti que’ punti 
'/ col punto A, e stendersi nel medesimo tempo tolte quelle 
J- - rette secanti nel piano tangente . Ma allora le sccantrstes- 
sc divengono tangenti, clunqu^ tutte le rette tangenti 

una superficie curva iu un medesimo punto giacciono- nel pi^ 
no tangente in quel medesimo putito'^ c perciò due di quelle 
rette, «piali si voglia, determineranno la posizione del detto 
piano 

5-113 . Segue dai due 5S- precedenti che due superficie 
le quali si tocchino in un punto avranno couuine il pian» 
tangente in quel punto . 

§. 84 • Se la siiperiicrc curva sia generata da una refe- 
ta linea , la generatrice condotta per un punto dato net 
la superficie, sarà nel piano clic la tocca in ipiel punto. 
Se poi le tangenti della superficie ne’ punti assegnabili iu 
essa generatrice siano tutte in un medesimo piano , il con- 
tatto di questo piano s-’ estenderà , per tutta la lunghezza 
ili essa generatrice . 

5- 8S . Dato le proiezioni P— /> di un punto che giace 
in una superficie conica , il vertice della quale sia proiettar 
to in -M — m , e la sua direttrice sia la curva AQR, la qua- 
le è ancora l’ intersecazione della stessa superficie col piane 
. 1° ; determinare la posizione del piano tangente questa supei'- 
fiele nel punto assegnato. 

• Condotte le rette MP,mp indefinite nella biro lunghez^ 
za , saran proiezioni di quella generatrice , nella quale ae- 
cader deve il contatto, §•• 84 • Sia incontratala curva AQR 
nel punto Q dalia retta MP, e conduciamola tangente QS. 
Questa sarà 1’ ini«;r8ecazioue del cercalo piano tangente col 
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piano I* §.8z. È dunque determinata la posizione del piano 
tangente dalla retta Q8 , e da quella generatrice che è pro- 
gettata in MQ — . Volendo ancora descrivere 1’ interseca- 
zione col piano Il“, conduciamo per P la retta PT paralclU 
alla Q S sì che incontri in T la XZ . Per p conduciamo pa- 
ralella alla stessa XZ la , e s’ innalzi dal punto T la nor- 
male Tr alla XZ , che seghi in t \ 2 t pt . Nella retta condot- 
ta per Se? sarà la seconda intersecazione dimandata . 

Imperciocché fingiamo un piano paralello al piano 1" che 
seghi il piano tangente passando pel dato punto . La sezio- 
ne sarà una retta paralella alla QS ; e perciò le sue proie- 
zioni saranno in YY~^pt. Il suo punto d’incontro t col piai 
no II® 5- ) appartiene all’ intersecazione dimandata , la 

quale deve ancora passare per S . Dunque sarà la S f . 

5 . 86 . Se invece della superficie conica sarà proposta 
una cilindrica, conosceremo le projezioni della retta genera- 
trice, e invece di condurre pei punti /», P le rette PM, /7/n 
rispettive alle projezioni del punto assegnato per vertice 
della superficie conica, descriveremo le dette PM , pm para- 
lelle alle rispettive projezioni della generatrice 
manente della costruzione e della dimostrazione servirà u- 
gualmente . 

87 , Assegnato un punto in una data superficie di 
rotazione , trovare il piano che la tocca in quel punto . 

Sia proiettato in P sul piano I® l’asse della data super- Fig. 38 
fide, e nella retta pp' sul piano 11 ®, la quale formerà ango- 
li retti colla XZ 67 . Nella curva ab c sia rappresentata 
la sezione per l’ asse che è pure la generatrice . M — sia- 
no le projezioni del punto assegnato , 

Conduciamo perpendicolare alla pp' la my, producendo- 
la in II a segare la generatrice ab c . k questa si conduca 
tangente la i/t che incontri in t la X Z . Descritta poi la 
retta MP, si farà la parte PS eguale alla /> r e la retta S D 
normale alla M P . In questa S D dev’ essere 1’ intersecazio- 
ne del piano I® col cercato piano tangente . 
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Iinperciocclic immaginiamo un piano condotto per 1’ as- 
se e per la M P . La sezione prodotta da questo piano nella 
data superficie potrà essere rappresentata dalla stessa ab c , 
nella quale il punto u rappresenterà il punto dato La 

t u rappresenterà poi la tangente die si conduce alla detta 
sezione pel punto dato . Perciò questa tangente incontrerà 
in S il piano 1°, ed avrà la sua projezionc sopra di esso nel- 
la M P . Per S dovrà dunque passare 1’ intersecazione del 
piano tangente col piano 1®, giacché la mentovata tangente 
è nello stesso piano tangente 5- 8a . 

Inoltre se pel dato punto si fa passare un piano pei^ 
pendicolare all’ asse , produrrà nella superficie una sezione 
circolare, la cui projezionc sul piano 11“ è nella retta m / , 
prolungata quanto è mestieri . 

Se per lo stesso punto dato conduciamo una tangente a 
quel circolo , sarà perpendicolare al piano secante che fu 
condotto per l’asse, ed avrà perciò la sua projczione in una 
retta che sia perpendicolare in M alla M P, avendo 1’ altra 
projezione sulla u y . Questa tangente insieme con quella 
che abbiam supposto condotta alla sezione per 1’ asse deter- 
minati il piano tangente . Esso piano sega in due rette fra 
loro paralelle il piano 1“ e quello che si conduce perpendi- 
colare all'asse pel punto dato. L’intersecazione prodotta in 
questo è in quella stessa retta che intendiamo condotta tan- 
gente al circolo nato per la sezione che fa il medesimo pia- 
no nella data superficie , la qual tangente abbiam veduto 
che ha le sue projezioni nelle rette MN, uy. Adunque 
1’ intersecazione del piano cercato col piano 1° dovrà essere 
perpendicolare in S alla MP. Sarà dunque S D. Perche poi 
» è il punto d’ incontro fra ’l piano II® e la retta projetta- 
ta in MN — my 5- * • j l’intersecazione del piano cercato col 
piano II® sarà nella retta D« che passa per D ed n. 

5- 88 . Data una superficie di rotazione ed un punto 
fuori di essa , trovare la linea di contatto fra questa super- 
ficie ed una superficie conica la quale abbia il vertice nel 
^ puu- 
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punto dato ed involga la data superficie toccandola continua* 
mente . 

Se immaginiamo una serie di piani, i quali passino tut* 
ti pel dato vertice, e seghino la data superficie, nascerà una 
serie corrispondente di curve . Quelle tangenti che dal pun- 
to dato possono essere condotte a ciascheduna delie dette 
curve , saranno tutte nella superficie conica , ed i punti di 
contatto apparterranno alla linea che si dimanda . 

Con questo primo concetto s’intende prontamente come 
nasca la richiesta linea di contatto, non solamente se la da- 
ta superficie sia di rotazione, ma ancora se abbia qualunque 
altra forma ; pure non è certamente questo il più facil me- 
todo per giugnere alla risoluzione del quesito. 

E facile intendere che tutte le sezioni sarebbero diver- 
se fra loro , e 1’ espediente di costruire a parte a parte cia- 
scheduna sezione, e determinare le sue tangenti, sarebbe ol- 
tre modo laborioso , inelegante , e soggetto a molte inesat- 
tezze . 

Sostituiremo dunrpie un’altra maniera derivata dalle se- 
guenti considerazioni . 

Se per l’asse della data superficie di rotazione conducia- 
mo un piano, la sezione fatta nella superficie determina an- 
cora la projezione di essa su quel piano ^7 • Se poi sul 
piano medesimo vogliamo determinare la projezione della su- 
perficie conica sopra definita , basterà descrivere la projezio- 
ne del vertice , e da questa projezione condurre due rette le 
quali tocchino e comprendano la curva predetta , la quale 
determina la projezione della data superficie . Nello spazio 
compreso dalle due tangenti sarà determinata la projezione 
della superficie conica 5S* 57 , 4^ , e i punti di contatto ap- 
parterranno alla linea che si cerca . 

Ciò posto , sia projettato nel punto A, sul piano 1°, l’as- Fig. 3q 
se della data superficie , e la corrispondente projezione sul , 

piano II® sia la retta aa’ normale in a alla XZ. Sia mnoo'nm’m 
la sezione che fa nella data superficie un piano condotto per 
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r asse paralellamente al piano 11°, la quale sarà eguale e si- 
mile alla sezione fatta da qualunque altro piano condotto pa- 
rimenti per r asse , ed insieme determinerà sul piano stesso 
la proiezione della detta supei-fìcie . 

Ponghiamo in V — o le projezioni del vertice assegnato 
alla superficie conica , e sian condotte le rette ACV, AC'V 
ec. pel punto A . 

Ciascheduna di queste rette indicherà la posizione d’un 
piano condotto per Passe a segare la superficie di rotazione, 
ed ogni sezione potrà essere rappresentata dalla medesima 
mno o' n' ni m . Conduciamo per V le rette VV, W", W"' 
ec. normali ordinatamente alle AV , AV" , AV" ec. ; ed è 
chiaro che la projezione del vertice sul piano che insiste so- 
pra la AV, sarà in una retta condotta nel piano stesso, nor- 
male in V alla AV; la projezione del vertice sul piano insi- 
stente sopra la AV", sarà similmente in una retta condotta in 
quel piano, ad angoli retti alla AV" in V", e così in seguito . 
Queste projezioni poi saranno tutte ad eguale distanza dal 
piano 1°, cioè si troveranno tutte in un medesimo piano ^che 
passa pel dato vertice , ed è paralello al piano I® . 

Adunque condotta per v una paralella alla XZ che in- 
contri in a' Passe, porremo a'» eguale ad AV, a' v' eguale 
ad AV, a! v" eguale ad AV" ec.; e i punti v , u", v"' ec. 

rappresenteranno le projezioni del vertice considerate succes- 
sivamente nei piani che insistono sopra le AV, AV, AV", AV" 
ec. Perciò le due tangenti vb, rappresenteranno quelle 
che partono dalla projezione del vertice nel piano che insi- 
ste sopra la AV, e toccano la sezione fatta dal piano mede- 
simo nella data superficie, e cosi in seguito . 

Adunque i punti b,b', b" ec., ed i loro analoghi (3, fi', (3" 
ec. rappresentano altrettanti punti della linea cercata, i qua- 
li sono determinati senza descrivere altre curve diverse dal 
dato contorno mno o' ri Tri m . 

Resta solo che trasportiamo nei luoghi rispettivi le pro- 
jezioni dei punti già determinati . 
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A questo fine condurremo pei punti A’, h” ec. le ret- 
te, b I , Ij' ì , b" 3 ec. normali alla a a , e si farà AC eguale 
ad I é, A C eguale a ^ b', h C eguale a 3 b'\ e cosi di ina- 
no in mano , Non è d’ uopo dimosirare che C , C , C" , C"' 
ec. saranno sul piano 1 * projezioni di altrettanti punti i qua- 
li spettano alia linea cercata ; ed in particolare il punto G 
è projezione di uno nel quale la detta linea è tagliata dal 
piano che insiste sulla AV ; il punto C è proiezione di uno 
ove quella linea è laglh.ta dal piano insistente sopra la AV'; 
e similinciite si dica degli altri punti determinati come so- 
pra abbiamo accennato. 

' Ma il punto determinalo in b , allorché si trasferisce 
nella sua vera posizione sarà projettato nella retta i b sul 
piano 11®, ed è inoltre projettato in C sul piano 1®; dunque 
condotta per C una retta normale che. seghi in c la i sa- 
rà c la projezione seconda corrispondente alla prima C di 
quel punto che abbiamo rappresentato in b. Similmente si 
dimostrerà che dal punto G" condotta una normale alla XZ 
che vada ad incontrare in c" la 3à”, sarà c" la seconda pro- 
jezione corrispondente alla prima C" d’ un altro punto ; e 
nella stessa maniera si potrà determinare gli altri punti c", 
c'* ec. corrispondenti ai paliti C'", C'® ec.; onde una linea che 
passi pei punti G, G', G”, G"' cc. sarà projezione sul piano 1“ 
della curva cercata , e 1 ’ altra che passi pei punti c, c', c", c"* 
ec. sarà la corrispondente projezione sul piano II®. 

5 . 89 . Se invece si dimandi la linea di contatto fra la 
data superficie di rotazione ed una superficie cilindrica , es- 
sendo data la direzione della sua retta generatrice , sopra i 
piani insistenti sulle A V, A V, A V" ec. descriveremo succes- 
sivamente la projezione della data retta , cui dev’ essere parai- 
Iella la generatrice della superficie cilindrica, indi al contor- 
no mnoo'm' condurremo altrettante tangenti ordinatamente 
paralelle alle dette projezioni , ed i punti di contatto deter- 
mineranno, come nel 5 - precedente, altrettanti puuti della 
linea richiesta . 
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CAPITOLO VI. 

Problemi . 

Mi propongo in questo capitolo di dare un saggio dell’ 
uso die possono avere i metodi delle projezioni nella geo- 
metria solida, sì elementare, come superiore. 

Prendo dunque per primo argomento la relazione che 
ha il lato di ciascun solido regolare col diametro della sfera 
circoscritta ed inscritta , 

5. 90 . Dato il lato d’ un tetraedro , trovare il raggio 
della sfera circoscritta ad esso . 

Fig. 40 Sia AB il lato proposto . Sopra di esso descrivasi il trian- 
golo equilatero ABC, che rappresenterà una faccia del te- 
traedro . Descritte le rette AD, BD, CD, le quali divida- 
no per mezzo ordinatamente gli angoli A, B, C, concorre- 
r.nnno in un medesimo punto D, e i triangoli ABD, BGD, 
CD A, eguali fra loro, rappresenteranno le projezioni delle 
tre faccie rimanenti sul piano della prima ABC, cui risguar- 
deremo come base; ed il punto D sarà projezione del vertice . 

Posta D F normale a B D , col centro in B e coll’ inter- 
vallo BA si descriva un circolo il quale seghi in F la DF, 
e descrivasi la retta B F . Questa sia divisa per mezzo in G 
e, prodotta la BD ad incontrare in I la A C, congiungasi la 
G l , la quale segherà in H la D F . Condotta la B H , dico 
esser questa eguale al raggio della sfera cercata . 

Imperciocché il centro di essa dovrà trovarsi nell’ asse del 
tetraedro, cioè in quella retta che unisca il vertice colla sua 
projezione D. Se dunque il triangolo BDF, rotando intorno 
alla retta BD, come suo asse, elevisi col proprio piano in po- 
sizione normale al piano ABC, la retta D F coinciderà coll* 
asse , e quindi passerà pel centro della sfera circoscritta al 
tetraedro. 11 punto F coinciderà poi col vertice; e perciò la 
retta F I coinciderà con quella che dal vertice medesimo si 
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conduce normale sopra il lato A C, la (juale eguaglia la BI . 
Adunque il triangolo BIF è isoscele; e perciò la Gl è nor- 
male alia B F , e quindi il punto H è egualmente distante 
dai termini B ed F . 

Ma quando, per la rotazione sopraccennata, si porrà la 
D F normale in D al plano ABC, il punto H si troverà egual- 
mente distante dai punti A, B, C, ed ancora dal vertice . 
Adunque il punto H cadrà nel centro della sfera circoscrit- 
ta, e la retta BH coinciderà col suo raggio. 

5 - 91 . La medesima costruzione determina nella HD 
la misura del raggio della sfera inscritta . 

Imperciocché descritte la FI e la BH, la quale produ- 
casi ad incontrare in L la FI, supponghiamo che il trian- 
golo BF I, rotando intorno alla B I come asse, si elevi col pro- 
prio piano perpendicolare al piano ABC . Ahbiain veduto 
che diviene così normale al piano medesimo la retta D F, e 
la F I coincide con quella che dal vertice si conduce nor- 
male sul lato AC; onde il piano BFI sarà perpendicolare a 
quella faccia del tetraedro che é projettata nel triangolo ADC, 
e quindi sarà la H L normale al piano della medesima fac- 
cia . Inoltre è manifesto che- se dal punto H, allorché la DF 
coincide coll’ asse , conducasi una normale alla faccia proiet- 
tata in A D B , ed una alla faccia projettata in D B C, cia- 
scuna di queste normali eguaglierà la HL; e perciò una sfe- 
ra, che abbia il centro in H ed il raggio eguale alla HL, toc- 
cherà le tre faccie concorrenti nel vertice . Ma poiché la 
HL , per le cose dimostrate superiormente, é eguale alla HI), 
e questa, nella sopradetta posizione della HF, è la norma- 
le che dal punto H cade sulla faccia ABC , ne segue che 
le quattro normali, le quali cadono sopra le quattro faccio 
dal medesimo punto H , sono tutte fi-a loro eguali: e perciò 
la sfera sopraccennata le tocca tutte ; onde essa è inscritta 
al tetraedro . 

5. qa . Sia dato , per converso , il raggio della sfera cir- 
coscritta, e diipandisi il lato del tetraedro . 
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Porremo la H A eguale al dato raggio , e condotta para, 
lellamente a BF la hf che incontri in / la H'F , sarà A/ il 
lato richiesto , essendo le due H A , A/ proporsioaaU alle due 
HB, BF. 

In modo simile si troverà ancora il lato del tetraedro, 
essendo dato il raggio della sfera inscritta ; perciocché il la- 
to cercato sarà quarto proporzionale dopo la HL, la BF, ed 
il raggio proposto . 

5- 93 . Dato il lato d’ un cubo , trovare il raggio della 
sfera circoscrìtta . 

Fig- 4’ Prepongasi il lato AB, e sopra di esso sia costruito il 
quadrato A B C £ . Sopra una diagonale A C di questo ele- 
viamo normale in un estremo A la retta AD eguale al dato 
lato AB, e si descriva la retta DG, che sarà il diametro del- 
la sfera circoscritta', e perciò la sua metà sarà il richiesto 
raggio . 

Imperciocché la D C sarà manifestamente eguale alla 
diagonale del cubo ; ed è pur manifesto che il punto ove 
la diagonale è divisa per mezzo , si trova egualmente distan- 
te da tutti i vertici degli angoli. 

5- 94 • Quanto 9 I raggio della' sfera inscritta non fa me- 
stieri dimostrare eh’ esso eguaglia la metà del lato proposto. 

5 . 95 . Nella maniera usata superiormente 5- 9^ si tro- 
verà il lato del cubo, essendo dato il raggio della sfera cir- 
coscritta. Imperciocché posta eguale al doppio del raggio 
dato , e condotta d a paralella alla DA, saranno propor- 
zionali le due ad,Gd alle due AD, CD. 

Se poi sarà dato il raggio della sfera inscritta , il lato 
del cubo circoscritto ad essa sarà doppio del raggio dato . 

Fig. 4a S- 9^ • Dato il lato AB d’ un ottaedro , trovare il rag- 
gio della sfera ad esso circoscritta . 

Sopra la data A B descrivasi il quadrato A B C D , del 
quale una diagonale AG, ovvero BD, sarà diametro della 
sl’cra circoscritta . 

Imjicrciocchè essendo l’ ottaedro contenu)iO da otto trìan- 
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«ioli equilateri fra loro eguali , se noi consideriamo quattro 
di essi formanti uno degli angoli solidi , i lati opposti agli 
angoli piani che formano 1’ angolo solido, costituiscono un 
quadrato eguale al quadrato ABCD . Questo quadrato divi- 
derà in due piramidi eguali e simili tutto il solido i onde le 
projezioni dei due vertici sul piano di quel quadrato, il qua- 
le può essere risguardato come base comune alle due pira- 
midi , cadranno nel punto E ove si tagliano le due diago- 
nali . 

Ciò posto, i quattro triangoli ABE,BEG, CED, DEA 
saranno projezioni di quattro faccio spettanti ad una delle 
due piramidi costituite sulla base ABCD, ed insieme del- 
le quattro spettanti all’altra piramide . 

Così ne’ due triangoli BGE, EGD saranno projettate le 
quattro faccie d’ una piramide che ha il vertice in G ed è 
costituita sopra un quadrato , la cui projezione è nella dia- 
gonale B O . La piramide opposta a questa avrà il vertice in 
A ; e similmente possiamo distinguere due piramidi , una 
col vertice in B , 1’ altra col vertice in D , le quali saranno 
costituite sopra una base comune , e questa sarà un quadra- 
to projettato nella diagonale B D , ed eguale anch’ esso ad 
A B G D . Tutti questi quadrati hanno dunque il centro co- 
mune nel punto E, ove è pure costituito il centro di quel- 
la sfera che passa per tutti i vertici degli angoli solidi ; e 
quindi AE sarà il raggio dimandato . 

5 . 97 . Date le medesime cose , si dimandi il raggio 
della sfera inscritta , 

Pel punto E condurremo E H perpendicolare al lato B G , 
ed E/ perpendicolare al lato DG, ed uguale alla EG. Descritta 
la /H, la normale E I , che si condurrà sopra di essa , sarà 
il cercato raggio . 

Imperciocché essendo AG projezione d’un quadrato egua- 
le ad A B G D, del quale due vertici sono A , G 5-9^» 6** 
altri due vertici opposti, ed insieme la diagonale che li con- 
giunge, saranno projettati nel punto E. In oltre la E H é 
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projezione di «na retta che dal vertice sublime dell’uittae^ 
dro si conduce perpendicolare sopra il lato BC, la qual ret- 
ta eguaglia la FH, rappresentandosi nel triangolo equilatero 
B F C la faccia dell’ ottaedro, che è projettata nel triangolo 
BEC . Ciò posto, se facciamo rotare il triangolo EH/ intorno 
alla EH, come asse, e si elevi col suo piano perpendicolare 
al piano ABC, il punto f coinciderà col vertice, e la H/, 
eguale alla H F, coinciderà colla suddetta normale . Laonde 
la E ì si troverà perpendicolare alla faccia che è projettata 
nel triangolo B C E . Ma se immaginiamo ripetuta la mede- 
sima costruzione sopra tutte le faccie , è chiaro che la per- 
pendicolare condotta dal punto E sopra ciascheduna di esse 
eguaglierà la E/; e perciò se col centro E e coll’intervallo 
E i sarà descritta una sfera, essa toccherà tutte le otto fao- 
cie del solido . 

Si assegnerà nella faccia B F C, e similmente in ciasche- 
duna delie altre, il punto di contatto, facendo HO eguale 
ad H { . 

5. 98 . Se, dato il raggio della sfera circoscritta, v di- 
mandi il lato dell’ ottaedro , lo troveremo determinando la 
quarta proporzionale dopo EC, DC, ed il dato raggio . Es- 
sendo dato il raggio della sfera inscritta, troveremo pure il 
lato richiesto determinando la quarta proporzionale dopo 
£ i , B G ed il raggio dato . 

5. 99. Dato il lato d’ un dodecaedro, trovare il raggio 
della sfera ad esso circoscritta . 

g. 43 Sul dato lato A A' si descriva il pentagono A A' A" A'" A'* . 
Condotta la sottesa A A", trovisi il raggio della sfera circo- 
scritta ad un cubo, il cui lato sia A A" 5 - 93 , e sarà quello 
il raggio dimandato^. 

Per dimostrare questa proposizione, proveremo che quel 
cubo e il dodecaedro debbon essere inscritti in una medesi- 
ma sfera . 

Il dodecaedro è contenuto da dodici pentagoni regolari, 
eguali fra loro; c perciò un sistema composto da sei di que- 
ste 
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ste faccle sarà eguale e sìmile al sistema composto dalle sei 
rimanenti . Consideriamo uno di questi sistemi , ed osservia- 
mo prima che cinque pentagoni stanno disposti attorno del 
sesto a guisa di corona , essendo i lati di quello come basi 
dei cinque rimanenti . 

Sia A A’ A" A'" A" il pentagono di messo , e fingiamo 
che gli altri, rotando intorno alle loro basi, vengano a por- 
si nel piano del primo, sconnettendosi l'uno dall’altro. Due 
di questi pentagoni saranno rappresentati dai due i a 3 AA', 
I II III A" A’. Conduciamo le rette Ca, Cll, e la terza 
CA', producendola indefinitamente. Questa dividerà permes- 
so r angolo lA’I . Ora se vogliamo ricomporre nel pristino 
stato il sistema de’sei pentagoni, basterà farli rotare intorno 
alle basi rispettive, finché a due a due si ricongiungano ne’ 
loro lati contigui . 

Se dunque il pentagono A A' i a 3 roti intorno alla sua 
base A A’, la projezione del punto i sarà sempre in una ret- 
ta che da i sia condotta normale sulla A A' prolungata quan- 
to è bisogno ; e similmente rotando il contiguo pentagono 
A' A" III II I intorno alla sua base A' A" , la projezione del 
punto I sul medesimo piano del pentagono intermedio sarà 
in una retta che dal punto I sia condotta perpendicolare al 
lato A’ A". 

E facile provare che le due perpendicolari predette deb- 
bono scambievolmente segarsi in un punto medesimo della 
C A’ ; e posto che sia questo il punto B , sarà esso la proje- 
zione di quello ove coincidono i due punti I , i nello spa- 
zio; ciò vuol dire che quando i due lati A' I, A'i coincidono, 
la loro projezione comune sarà la retta A' B . Ragionando 
similmente sulle coincidenze degli altri lati analoghi ai due 
A'I , A' I , si vede che, descritto un circolo col centro C e 
coir intervallo CB, i punti B, B”, B*'^, B'*, B'^*”, i quali 
dividono la sua circonferenza in cinque parti eguali, incomin- 
ciando da B, devono essere projezioni di quei punti ne’qua- 
li coincidono gli estremi de’ lati contigui, analoghi ai due 

Parte /. 1 3 
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A'i , A'I. Ma quanclo questi due Iati coincidono in una me- 
desima retta , i due lati a i , 11 I comprendono un angolo 
entrante , cioè rivolto colla sua convessità verso al piano 
della proiezione. Adunque i vertici de’cinque angoli entranti 
di quella corona die si forma intorno al pentagono di mez- 
zo , sono proiettati in B , B" , B*'', B'^*, B'"”. 

Neiraccennata rotazione del pentagono i a 3 A A‘, il pun- 
to a sarà sempre proiettato sulla retta C a j e similmente 
nella rotazione del pentagono A'I II III A", la proiezione del 
punto lì sarà nella retta GII. Ma quando i due lati A'I, A'i 
coincidono, le due rette Aa , A" II si troveranno pa ratei le , 
perchè ciascheduna di esse è paralella al rispettivo lato op- 
posto , cioè la A a paralella al lato A' i , e la A" II paralella 
al lato A'I. Adunque le proiezioni loro saranno normali alla 
A A", perchè paralelle alla GB, e saranno le due rette AB'*, 
A" B' eguali e paralelle fra loro ; onde segue che la retta 
B' B‘* eguaglia la A" A , ed i punti B** , B' sono i centri 
rispettivi dei due pentagoni . 

Similmente ragionando sugli altri pentagoni, rispetto alle 
proiezioni dei loro vertici, conchiuderemo che queste trovan- 
si nella circonferenza d’ un circolo descritto col centro G e 
coir intervallo GB'* , o GB' , e la dividono in cinque parti 
eguali , incominciando dal punto B' , o dall’ altro B'*. Tali 
punti saranno B', B'", B'', B'", B'*. 

Si osservi ora che per essere paralelle le A B'*, A'B, cosi 
pure le aB'*, jB , e parimenti le Aa , A'i , saranno simili i 
due triangoli A'Bi , A B'*a , e quindi eguali fra loro i lati 
A B , Bi , ed eguali gli angoli A B'*a , A'Bi , come pure le 
loro metà. Ma alla metà del primo è eguale l’angolo G B'*B, 
ed alla metà del secondo è eguale 1’ angolo CBB‘* ; dunque 
è isoscele il triangolo GBB**, e quindi tanto i punti B, B“, 
B'v, B'", B™', quanto gli altri B‘, B"', B", B'^' , B'* sono 
nella medesima circonferenza dal centro G e dal raggio G B, 
o G B'* . Le cinque figure A A' B B'* B' , A' A" B" B' B , 
A" A"'B"^ B'« B" , A'" A" B'”' B'' B*'', A" A B' '“ B'"" B' ', eguali 
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e simili fra loro , sono projezioni di cinque pentagoni Ibr- 
manti la corona intorno al pentagono intermedio A A' \" A"' A'*, 

Perchè poi sono eguali i Iati projettati in B B’ ai 

lati A A', A' A", l’uno all’ altro ordinatamente, ed eguale 
alla A A" si è veduto essere tanto la B'* B* , quanto la sua 
corrispondente obbiettiva , segue che 1’ angolo entrante pro- 
j) flato in B'* B B* eguaglia l’angolo saliente AA'A"; e quin- 
di si conchiiide che gli angoli entranti della corona soprain- 
dicata sono eguali agli angoli salienti, l’uno all'altro. 

Adunque il sistema formato dagli altri sei pentagoni , 
essendo eguale e simile a quello ora considerato, potrà con- 
giungersi ad esso in modo che i cinque suoi angoli salienti 
si adattino agli angoli entranti del primo, e reciprocamente 
gli angoli salienti di questo si adattino agli angoli entranti 
di quello . 

In questo modo appunto si chiuderà la figura del dode- 
caedro , e allora il pentagono intermedio del secondo siste- 
ma si troverà paralello col suo piano al pentagono interme- 
dio del primo; e perciò la sua projezione sarà pure un pen- 
tagono eguale e simile al pentagono A A' A" A"' A”; ma per 
r accennata collocazione , i vertici dell’ uno divideranno per 
mezzo gli archi sottesi dai lati dell’altro) se ad ambedue cir- 
coscrivasi un circolo . 

Perciò la projezione del pentagono intermedio spettante 
al secondo sistema sarà rappresentata dal pentagono uà' a” a"’/»'”, 
e le figure a a' B' B B« , a' a" B'“ B« B», a" a'" B'' B'^ B'" , 
a" B'"' B'^, a B’* B'^'*' B'" rappresenteranno le pro- 

Ì«'zioiii di cinque pentagoni che formano la corona del se- 
condo sistema . 

Congiunte ora le rette B' * A, a'” B**, B^* a'", B’*A, co- 
me pure le altre opposte B*'' A", B*a", B*'^ a", B‘ A”, si ve- 
de manifesto che tanto le prime quattro , quanto le quattro 
altre si trovano perpendicolari alle B''^ B^'*, a'* a", A A", B’* B*, 
le quali sono eguali e paralelle fra loro . Adunque i punti 
B*' , a", A", B' sono in una medesima retta B*'" B' ; e cosi i 
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quattro sono pure in una medesima retta B B . 

Perciò i punti obbiettivi corrispondenti ai primi quattro so- 
no in un piano, ed in un piano sono pure gli obbiettivi cor- 
risDondenti ai quattro secondi . 

< Inoltre per essere eguali fra loro le due a , B**A, 
le quali sono projezioni di due rette, ciascheduna eguale alla 
A 2, queste rette obbiettive saranno paralelle fra loro SS-H» 
ra ; dunque eguali e paralelle saran pur quelle che le con- 
giungono dalle medesime parti , le quali sono projettate ri- 
spettivamente nelle due B^'A, B** a'” . Adunque il quadrila- 
tero proiettato in B'‘ a” B** A è paralellogrammo, come pure 
paralellogrammo è quello projettato in B*'^ a B‘ A , opposto 
e sìmile . Dalle cose esposte superiormente si conclude che il 
paralellogrammo projettato in A A'' B* B** è rettangolo ed e- 
quilatero , cioè quadrato . Tale è pur quello projettato in 
a"’ a" B' B*’‘; quello projettato in A A" B*'' B'’* ; e l’altro pro- 
jettato in a" B''* B''’ . Inoltre si osservi che la posizione 
reciproca dei due pentagoni projettati in a B** B'’^* B''*’ <z'% 
A B'"* B' “ B'* A'*, è simile alla reciproca posizione dei due 
pentagoni rappresentati dalle loro projezioni A A' B B’* B'*“, 
A'BB'B'’A". Adunque la posizione reciproca delle due ret- 
te projettato in A B'*, a'* B' * è simile alla reciproca posizio- 
ne delle due projettate in A A" , B’B'*; e per conseguenza 
quadrato è pure il paralellogrammo projettato in B'* a'” B'*A, 
e similmente 1 ’ altro projettato in B*'^ o" B’ A". Laonde que’ 
due quadrati, insieme con gli altri quattro precedentemente 
mostrati, racchiudono un solido che non può essere altro che 
un cubo, ed i vertici de’ suoi otto angoli coincidono coi ver- 
tici di altrettanti angoli del dodecaedro . Adunque la sfera 
circoscritta al dodecaedro è circoscritta pure al detto cubo . 

5. 100 . La CB eguaglia la doppia normale condotta dal 
centro C sopra un lato del dato pentagono . Determinata la 
C B eguale alla GB** , sarà pure determinato il circolo B B* B** 
ec.; e quindi tutto ciò che risguarda la costruzione rimanen- 
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fe f>er avere la projezione elei dodecaedro sì deduce dalle 
cose dette nel §. superiore . < 

loi . Date le medesime cose , dimandasi il raggio del* 
la sfera inscritta . 

Esponghiamo le due rette M N , N L fra loro normali, e 
si faccia M N eguale al raggio C A'. 

Troviamo la lunghezza della diagonale d’ un cubo de- 
scritto dal lato A A", cioè il diametro della sfera ad esso cubo 
circoscritta 5- 9° • Fatto centro in M , con intervallo eguale 
alla metA della diagonale predetta , descrivasi un circolo che 
seghi in L la N L . Dico essere N L il cercato raggio . 

Non giudico necessario dimostrare che il centro della 
sfera circoscritta , e quello della inscritta coincidono nel me- 
desimo punto . Non dimostrerò nemmeno che questo punto 
deve dividere per mezzo la retta che congiunge i centri di 
due faccie opposte e paralelle . 

Ciò posto , potremo supporre che il centro comune alle 
due sfere sia projettato in C , e nella retta CA' sarà projet- 
tato un raggio della sfera circoscritta, il quale eguaglia la 
ML. Adunque essendo MN la lunghezza della sua projezio- 
ne, sarà NL eguale alla distanza del centro dal piano A A’ A" 

1 1 . La N L eguaglia dunque la perpendicolare che dal 
centro della sfera circoscritta si conduce sopra una faccia del 
dodecaedro , e quella perpendicolare è appunto il raggio di- 
mandato . 

5- ioa . Che se per converso, dato il raggio della sfe- 
ra , o circoscritta, o inscritta, si dimandi il lato del dodecae- 
dro , si determinerà col solito principio eh’ esser deve , nel 
primo caso, il quarto termine proporzionale dopo la M L, la 
A A', ed il raggio dato; nel secondo caso sarà il quarto pro- 
porzionale dopo la N L , la A A' ed il dato raggio . 

S- io3 . Dato il lato d’ un icosaedro regolare , trovare 
il raggio della sfera ad esso circoscritta . 

Sul lato proposto A A' descrivasi un pentagono regolare p;,,. 
A A' A" A"' A'* , al quale si circoscriva un circolo. In questo 
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iiisciivasi un altro pentagono aa' a" a"'a"’ , i vertici del qua- 
le dividano per mezzo gli archi sottesi dai lati del primo; 
e si congiungano le rette A a, A a, a' A', A' a" , a" A" ec., 
come pur quelle che da tutti i punti A , A' , A" ec.^a, a\a" 
ec. concorrono al centro G . La figura che risulterà da tal 
costruzione sarà piojezione dell’ icosaedro . 

Imperciocché sui lati A A’, A' A", A" A'", A'" A'* ^^A"* A 
immaginiamo costituiti altrettanti triangoli equilateri , eW 
vati coi loro piani in modo che i vertici siano projettati in 
a, a', a", a"', a'* . È chiaro che questi vertici si troveranno 
tutti in un medesimo piano paralello al piano A A' A"; e le 
rette che li congiungono costituiranno un pentagono regola- 
re eguale alla sua projezione, la quale potrà essere rappre- 
sentata dal pentagono a a! a" a!" . Si formerà in tal guisa 

un sistema di dieci triangoli equilateri , eguali fra loro, i qua- 
li , insieme coi due pentagoni, racchiudono un solido . Im- 
pongasi ora a ciaschedun dei pentagoni, come base, una pi- 
ramide terminata da cinque triangoli equilateri costituiti sui 
lati del pentagono stesso, e sarà compiuto l’ icosaedro, com- 
ponendosi un solido terminato da venti faccie eguali , equi- 
latere , e triangolari . 

1 cinque triangoli del solido precedentemente descritto, 
ed insistenti sui lati del pentagono A A' A" A"' A”, saranno 
projettati ne’cimjue triangoli eguali A a’ A', A' a" A", A" a'" A'", 
A”' a"’ A'”, A'® aA . 1 cinque omologhi costituiti sui lati del 
pentagono a a' «"a"' a" saranno projettati nei cinque a A a' , 
a' A' a" , a" A" a"' , a'" A"' a'® , a"" A" a . 1 cinque triangoli 
della piramide costituita sul primo pentagono saranno pro- 
jettati ne’cinque A C A', A'CA", A" C A”, A'" C A“®, A'® C A. 
I cinque triangoli della piramide costituita sul secondo pen- 
tagono saranno projettati ne’ cinque a C a', a' C a", a" C a", 
a"' C a'“, a'® C a . Adunque la figura descritta contiene la 
projezione dell’ icosaedro . 

Nominiamo asse quella retta la quale congiunge due ver- 
tici opposti, come sono i due vertici delle piramidi ora con- 


Digiiized by Google 



io3 

siderale . Egli è chiaro che il diametro della sfera circoscrit- 
ta deve eguagliare l’asse predetto, e che questo è composto 
dalle due altezze delle piramidi anzidctte , e dalla distanza 
dei due pentagoni , che sono le basi loro . 

Io dico pertanto essere tale distanza eguale al raggio 
C A , e 1’ altezza di ciascheduna piramide essere eguale ad 
un lato A a del contorno . 

Imperciocché il raggio A C sarà projezione d’ un lato 
della piramide accennata , cioè d’ una retta eguale al lato 
A A” dei pentagono inscritto nel circolo A A' A" ec. Ma sap 
piamo che il quadrata del detto lato eguaglia il quadrato del 
raggio insieme con quello del lato del decagono; dunque la 
distanza del vertice della piramide dal piano della sua base 
A A A'* A'" A'’ eguaglierà il lato A <z 5- * • • 

Inoltre Io stesso lato A a è projezione d’una retta egua- 
le alla A A'®, la qual retta con un suo termine incontra in 
A il piano del primo pentagono, e coll’altro termine incon- 
tra il piano del secondo pentagono . La differenza fra le al- 
tezze di questi due termini , riferiti al piano del detto primo 
pentagono, eguaglia perciò la distanza dei due pentagoni stes- 
si . Ma essendo A a lato del decagono , e la corrispondente 
obbiettiva lato del pentagono, inscritti nel medesimo circolo, 
segue che pel medesimo teorema ora citato, e pel principio 
stabilito nel S- n , la detta distanza eguaglia il raggio , cioè 
la C A . Sarà dunque il diametro della sfera circoscritta e- 
giiale alla C A insieme col doppio della A a . 

$. 104 . Date le cose medesime, si dimanda il raggio 
della sfera inscritta , 

Sopra al lato A A si costruisca il triangolo equilatero 
A A' M , e trovisi il suo centro N . AI punto N conduciamo 
dal vertice M la M N, e ad essa normale la NL; indi, fatto 
centro in M con intervallo eguale al raggio della sfera cir- 
coscritta, descrivasi un circolo che seghi in L la NL, e sa- 
rà la N L eguale al raggio dimandato , 

. In fatti concepiamo che dal centro della sfera circoscrit- 
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ta sia condotta una normale sopra ciascheduna faccia dell’ 
icosaedro . Tutte queste normali saranno eguali fra loro ; e 
quindi descrivendo una sfera che abbia comune il centro 
colla sfera circoscritta, ed il raggio eguale ad una delle nor- 
mali predette , toccherà essa tutte le faccie . 

Ora concepiamo composto Ticosaedro di venti piramidi, 
ciascuna delle quali abbia per base una delle faccie , e per 
vertice il centro della sfera circoscritta; la projezione d’una 
di queste piramidi sul piano della propria base sarà espressa 
dalla figura A A' M N , ove A A' M rappresenta la base , N 
rappresenta la projezione del vertice, N A , N A', N M rap- 
presentano le projezioiii dei tre lati sublimi , ciascheduno 
de’ quali eguaglia il raggio della sfera circoscritta . Adunque 
essendo M L eguale al detto raggio, ed M N la sua projezio- 
ne, sarà N L la distanza del vertice dalla base, cioè la per- 
pendicolare condotta dal vertice sulla base stessa , che ab- 
biaiu veduto dover essere il raggio della sfera inscritta. 

5. io 5 . Quando sia dato il raggio della sfera circoscrit- 
ta, e si cerchi il lato del solido , è chiaro che si troverà 
determinando la quarta proporzionale dopo la metà del dia- 
metro trovato §. jo 3 , la A A', ed il raggio dato . 

Quando poi sia dato il raggio dalla sfera inscritta, il la- 
to che cercasi sarà quarto proporzionale dopo la NL, la A A', 
ed il dato raKsio . 

§. 106. Data una piramide tetraedra, e scalena, trovare 
il centro ed il raggio della sfera ad essa circoscritta . 

Si concepirà prontamente la risoluzione considerando che 
un piano il quale intersechi ad angoli retti un lato della pi- 
ramide, e lo divida per mezzo nel punto dell’ intersecazione, 
deve passare pel centro della sfera circoscritta . 

Se dunque determineremo due piani, nei quali si avve- 
rino le condizioni predette , nella retta ove si tagliano scam- 
bievolmente , dovrà essere il centro dimandato . 

Poscia scegliendo un terzo lato, che non sia nel piano 
dei primi due, al quali sono rispettivamente normali i duo 

pia- 
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piani accennati , sì condurrà un terzo piano che seghi que« 
sto terzo lato ad angoli retti nel suo punto di mezzo. Tutti 
tre i piani dovranno passare pel centro; e per conseguenza 
esso verrà determinato nel punto ove uno dei tre piani in- 
contra r intersecazione degli altri due . 

Nei 5.5. 39, 40, 37, abbiamo i metodi per eseguire cia- 
scuna parte della risoluzione, in qualunque maniera s’imma- 
gini posta nello spazio la detta piramide . Ma siccome pos- 
siamo sempre fare in guisa che uno dei piani coordinati, ai 
quali si riferiscono le sue projezioni, sia quello d’ una sua 
faccia 5- bo , indicherò per minuto la costruzione seguendo 
quest’ ipotesi . 

Sia pertanto ABC la base della piramide, considerata sul Fig. 4^ 
piano I®; D—d siano le projezioni del vertice; e per conse- 
guenza AD — ad, BD — bd , CD — cd, saranno projezioni dei 
lati sublimi . 

Pel punto H, che divide per mezzo la DB, si conduca ad 
essa normale la HI, la qual vada ad incontrare in I la XZ ; 
e sarà HI projczione d’ una retta la quale giaccia nel piano 
perpendicolare al lato rappresentato dalle projezioni BD — bd, 
e sia paralella all’ intersecazione del piano stesso col piano I*. 

39 . Inoltre quella retta obbiettiva passerà pel punto che 
divide per mezzo il detto lato; e perciò la seconda projezio- 
ne di essa passerà pel punto A che divide per mezzo la bd. 

Sarà dunque essa projezione nella hi paralella allaXZ. Per- 
ciò, elevata dal punto I la normale I i, ove questa segherà la 
Ai, ivi r obbiettiva considerata segherà il piano II®; e quin- 
di pel punto i passerà l’ intersecazione del menzionato pia- 
no col piano II® . Quest’ intersecazione dovrà essere nella 
retta ki che si conduce in direzione normale alla bd-, e quindi 
per A, ove la ik incontra la XZ, dovrà passare l’intersecazio- 
ne di quel medesimo piano col piano I® 3a , Adunque quest’ 
intersecazione sarà nella retta KL normale alla direzione BD. 

Per la qual cosa il piano determinato dalle due rette ki, AL. 
passerà pel centro della sfera circoscritta . 

Parte I. i4 
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Dividiamo per mezzo due lati AB, BC, uno in P, l’al- 
tro in E, e sian condotte le FG, EG, rispettivamente norma- 
li ad essi . È manifesto che un piano eretto normale al pia- 
no I® per la E G sarà normale alla B C ; e cosi un piano eret- 
to normale allo stesso piano I® per la FG sarà normale alla 
AB. Adunque l’intersecazione di questi due piani , che sa- 
rà una retta normale al piano I®, passerà pel centro della sfe- 
ra, il quale sarà costituito nell’intersecazione della retta me- 
desima col piano determinato dalle due ki , à L . 

Si elevi pel punto G, ove s’intersecan le due EG, FG, 
una retta Ggg* normale alla XZ ; e saranno G — gg' proje- 
zioni della retta menzionata , ove giace il centro . 

Conduciamo poi la GL paraleila, c la L ^ normale alla 
XZ; indi pel punto / la /u paraleila alla ki , si che seghi 
in g" la g g' • Dico che G — g" saranno projezioni del cen- 
tro dimandato . 

Imperciocché se nel piano determinato dalle ki, AL sia 
descritta una' retta, la cui projezione sul piano 1 ® sia la LG, 
essa retta sarà paraleila alla k i . Adunque la sua projezio- 
ne sul piano II® sarà Ig" paraleila a Ai . Ma quella retta 
medesima projettata in LG — /g" segherà l’altra projettata 
in G — gg' nel punto stesso ove quest’ ultima è segata dal 
piano che si determina per le A i, AL; questo poi è il cen- 
tro della sfera circoscritta, come fu dimostrato superiormen- 
te; dunque g" è la projezione del detto centro sul piano II®, 
e G la corrispondente projezione sul piano I®. 

Da ciò è manifesto che posta g* eguale a qual si voglia 
delle tre GA, GB, G C, tutte eguali fra loro, la retta «g" 
sarà eguale al raggio della sfera circoscritta . 

107. Data una piramide tetraedra; trovare il centro 
ed il raggio della sfera inscritta ad essa . 

Concepiremo la risoluzione in generale, supponendo che 
la piramide sia posta in qualunque modo si voglia nello spa- 
zio. Un piano che passi per uno dei lati, e divida per mez- 
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co V angolo diedro formato dalle due faccio che in quel lato 
•i congiungono , passerà pel centro della sfera inscritta . 

Se dunque per tre iati della piramide, che non concor- 
rano tutti in un medesimo vertice, siano condotti tre piani 
dividenti per mezzo i rispettivi angoli diedri , il punto co- 
mune di quei tre piani sarà il centro cercato . Tutte le par- 
ti di questa risoluzione possono essere eseguite coi metodi 
dei , 3:2, in qualunque caso. Ciò nulla ostante 

dopo questa esposizione non sarà inutile venire all’ esempio 
d’ una figura , e fingeremo , come innanzi , che la base del- 
la piramide sia nel piano 1°. 

Posta A B C la data base ; D — d le projezioni del verti- Fig. 46 
ce; saranno a«f, bd, cd projezioni dei lati sublimi sul pia- 
no 11°; ed ometto le corrispondenti projezioni sul piano I® 
per semplicità maggiore nella figura . 

Condotte dal punto D le D E , DF, DC, perpendicola- 
ri sui lati AB,BC,CA ordinatamente, si trovino gli an- 
goli rispettivi d’ inclinazione formati dalle tre faccie sublimi 
colla l)ase ABC S. 40 ; e nominiamo ordinatamente primo, 
secondo , terzo , questi angoli . 

Egli è chiaro che ponendo de, eguale a D E, df egua- 
le a D F , d g eguale a D G , e condotte le rette de, df , 
dg , V angolo d e d eguaglia il primo ; 1’ angolo dfd egua- 
glia il secondo ; l’ angolo d gd eguaglia il terzo; e perciò, 
condotte le te , nf , mg che li dividano rispettivamente per 
mezzo , avremo gli angoli ted, nf d , mgd che sono misure 
delle metà dei precedenti . 

Immaginiamo condotto per la A B un piano, che formi 
colla base A B C un angolo d’ inclinazione eguale all’ angolo 
ted-, per la B C un secondo piano, che formi colla stessa 
base, e dalla medesima parte, un angolo eguale ad n fd-, co- 
si un terzo piano per la C A , che formi pur colla base, e 
dalla parte medesima, un angolo eguale all’angolo mgd.'An 
questi tre piani saranno costituite tre faccie sublimi d’ una 
seconda piramide , che ha comune con la prima la base 
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A B C , cd il cui vertice è nel centro della sfera inscritta ; 

Siipponghiamo descritte nelle dette faccie della seconda 
piramide le tre normali ai lati della base , corrispondenti alle 
projezioni E1D,FD, GD; e fingasi tagliata essa piramide da un 
piano paralello alla base, che si rappresenterà dalla retta kc ’ , 
come sua projezione sul piano II”. Le rette te, fn, gm rap- 
presenteranno le parti delle perpendicolari suddette, che so- 
no intercette fra la base ed il piano secante; e conducendo 
per e ,f, g tre normali alla kc' in h , k , i , sarà t h egua- 
le alla projezione che avrà sul plano 1“ la retta corrispon- 
dente alla te', nk eguaglierà la projezione di quella che cor- 
risponde alla /re ; ed m i eguaglierà la projezione di quella 
che corrisponde alla gm. Adunque pongasi EP eguale a th, 
FS eguale a kn, GR eguale ad mi, e pel punto P conduca- 
si la A' B' paralella alla AB, per S la B' C' paralella alla 
BC, per R la C'A' paralella alla C A . Si formerà il triangolo 
A' B' C‘ , che sarà projezione di quello nato per la sezio- 
no fatta nella seconda piramide dal piano projettato in kc' . 
Perciò i lati sublimi della detta piramide saranno rispettiva- 
mente projettati nelle rette B B', CC', A A', le quali debbo- 
no concorrere necessariamente in un medesimo puntò V, che 
sarà jirojczione del vertice . 

I-e projezioni corrispondenti sul piano II®, dei medesimi 
lati, si toveranno conducendo per A', B', C' altrettante per- 
pendicolari alla kc', clic la seghinb rispettivamente in a,b',c. 
Le lette aa',bb',cc', prodotte quanto è mestieri, concorrer 
debbono in un medesimo punto v, che è la seconda projezio- 
ne del centro dimandato . 

Laonde si fa manifesto che la normale calata dal punto 
u sulla XZ sarà eguale al raggio della sfera inscritta alla pro- 
posta piramide . 

5* io8. Dopo queste considerazioni seguita natiiralmen- 
te'cbe si trattino coi nostri metodi i principali problemi del- 
la trigonometria sferica- Ma per quei lettori i quali non fos- 
sero già informati dei principj di questa scienza, gioverà che 
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facciamo osservare fa relazione costitulia fra un angolo so- 
lido compreso da tre angoli piani , ed un triangolo sfe- 
rico . 

Immaginiamo che nel vertice d’ un angolo solido trie- 
dro, qual si voglia , sia posto il centro di una sfera, e con- 
cepiamo i tre punti ove la superficie sferica è incontrata 
dai tre lati, o spigoli, dell’angolo solido. Se per ciascuna 
coppia di (juesti tre punti intenderemo passare un circolo 
niassinio, nascerà un triangolo sferico formato da tre archi 
dei detti circoli, ciascheduno dei quali archi sarà intercet-' 
to da due dei tre punti menzionati . E chiaro che ciascun 
arco misura l’ ampiezza dell’ angolo compreso dai due lati 
deir angolo solido che vengono a terminare negli estremi 
deirarco stesso . Adunque a ciascheduno degli angoli piani 
contenenti 1’ angolo solido corrisponde un arco , o un lato 
dell’ angolo sferico. 

In oltre l'angolo formato da due archi, o lati, del detto 
triangolo .si misura da quello che è compreso dalle due tan- 
genti degli archi nel punto del loro concorso , cioè a dire 
nel vertice dell’ angolo sferico . Ma 1 ’ angolo delle due tan- 
genti misura 1’ angolo diedro l’ormato dai due piani nei qua- 
li giacciono gli archi stessi ; adunque a ciascuno degli ango- 
li diedri formati dai piani contenenti 1’ angolo solido , cor- 
risponde un angolo del triangolo sferico. 

Su queste corrispondenze è fondata la traduzione che si 
fa dei seguenti enunciati, relativi ad un angolo solido trie- 
dro , in altri equivalenti relativi ad un triangolo sfeiico . 
Per maggior chiarezza dell’ esposizione ora fatta reggasi la 
Fig. Sa, ove C rappresenta il vertice dell’angolo solido, 
ACB , BCD , DCA sono gli angoli piani, AB , BD , DA gli 
archi corrispondenti, che formano il triangolo sferico ABD. 

J. 109 . Dati tre angoli piani comprendenti un angolo 
solido ; misurare le inclinazioni scambievoli dei loro piani ; 
c trigonometricamente „ di un triangolo sferico dati tre lati; 
trovare i tre angoli , 
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Fig. 47 Dispongo in serie continua i tre dati angoli ACB, BCD, 
DCE, posti col vertice tutti nel medesimo punto C . 

Prese eguali fra loro le due C A , CE, descrivo la AH 
normale alla C B , e la £ C normale alla C D , producendo 
queste normali a tagliarsi reciprocamente in F . 

Col centro F e coll’ intervallo AH descrivo un circolo, 
•che seghi in M la C B . Col centro pure in F e coll’ inter- 
vallo E G descrivo un altro circolo, che seghi in N la C D. 
Finalmente descritte le F M, FN; dico essere l’angolo MFH 
misura dell’ inclinazione che avrà il piano ACB rispetto al 
piano BCD, quando l’angolo solido sarà formato; c così l’an- 
golo NFC essere misura dell’inclinazione che avrà il piano 
E C D rispetto allo stesso BCD. 

Imperciocché facendo rotare il piano ACB intorno alla 
BC, come suo asse , e similmente l’altro piano ECD intorno 
alla C D, verranno a coincidere i due lati A C , EC in una 
retta medesima , la cui projezione sarà C F , essendo F pro- 
iezione di quef^junto nel quale coincideranno i due A, E. 
Allora sarà formato l’angolo solido nel punto C, e la FH sa- 
rà projezione della AH, siccome la F G sarà projezione del- 
la E G sul piano BCD. Adunque la distanza della projezio- 
ne F dal punto obbiettivo corrispondente, nel quale debbono 
coincidere i due punti A , E, sarà eguale a un cateto d’ un 
triangolo rettangolo , di cui 1’ ipotenusa eguagli la AH, 
r altro cateto eguagli la F H ; sarà dunque eguale ad H M, 
per essere quel triangolo eguale e simile al triangolo HFM 
§. 1 1 . Ma l’angolo opposto al detto cateto, rappresentato da 
H M , misura l’ inclinazione che deve avere il piano ACB 
rispetto al piano BCD; dunque l’angolo MFH è misura di 
questa inclinazione. Similmente si prova che l’angolo GFN 
misura 1’ inclinazione del piano DCE col piano BCD. 

Se disporremo la costruzione in modo che uno degli an- 
goli piani ACB, DCE si trovi in mezzo agli altri due, si 
troverà col metodo medesimo l’ angolo d’ inclinazione che 
formano fra loro i dati piani ACB, DCE. 
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5 - no. Dati due angoli piani ed un angolo diedro; tro* 
vare gli altri elementi, ovvero „ dati due lati ed un angolo 
d’un triangolo sferico ; trovare il lato e gli angoli rimanenti . 
Questo problema può avere due casi cioè . 

1° . Che il dato angolo diedro sia compreso dai piani 
dei due angoli dati , ovvero, che nel triangolo sferico 1’ an- 
golo dato sia compreso dai due lati , 

a". Che r angolo diedro sia opposto ad uno dei due an- 
goli piani , ovvero , che nel triangolo sferico 1’ angolo dato 
sia opposto ad uno dei due lati . 

CASO r. 

Siano ACB, BCD i due angoli piani , e preso un pun- pig 
to qualsivoglia A nella C A , conduciamo per esso la A H nor- 
male alla CB, producendola indefiiiitamente. Si ponga l’an- 
golo yHF eguale al dato angolo diedro, e pongasi H/ egua- 
le ad H A . Per f conduciamo f¥ normale in F alla A H pro- 
lungata , e si conduca C F . Con questa costruzione avremo 
preparato quanto è d’ uopo per avere immediatamente qua- 
lunque delle tre cose che si cercano , 

Imperciocché si cerchi il terzo angolo piano . 

Per F condurremo FC normale in G alla CD, e la F/* 
normale alla stessa FG. Fatta F/' eguale alla F/, si descri- 
va la /"G, e ad essa eguale facciasi il prolungamento GE del- 
la F G . Si conduca poi la G E ; e sarà D C E P angolo cer- 
cato . 

Di fatti se il piano ACB facciasi rotare intorno alla C B 
finché formi col piano BCD un angolo d’ inclinazione egua- 
le all’angolo /HF, la retta HA si troverà allora projettata 
sul piano BCD nella retta HF §, 109 , ed il punto A nel pun- 
to F . La distanza poi del detto punto A dalla sua projezio- 
ne F sarà eguale alla /F . Adunque CF sarà projezione del 
lato CA, il quale deve comprendere colla CG l’angolo cer- 
cato . 



Ila 

In oltre la C.F sarà proje*ione d* una retta che dal pun- 
to A, projettato in F, si conduca normale alla CD . La lun- 
ghezza di questa retta dev’ essere eguale alla Gf « 

quindi alla GE . Adunque CE, EG, GC sono i tre lati del 
Uiangolo projettato in CGF ; e perciò l’angolo ECG è quel- 
lo che si dimanda , eguagliando 1’ angolo opposto al lato pro- 
jettato in G F . 

Quanto alla ricerca dei due rimanenti angoli diedri , è 
chiaro che uno di essi sarà eguale all’angolo f'GF. L’ altro 
si potrà trovare col metodo del §. 109, giacché si conoscono 
i tre angoli piani ACB, BGD , DGE . 

CASO- II«. 

Kig. Siano ACB, BCD i due dati angoli piani, al primo 

dei quali debba essere opposto il dato angolo diedro . 

Preso qual si voglia punto A nella C A, conduciamo per esso 
la A H normale alla C B, producendola ad incontrare in I la 
CD. Per quel punto I sia condotta la I K normale alla CD, 
e la I L, che formi l’angolo L 1 K eguale al dato angolo die- 
dro . Conduciamo dal punto K , ove la I K incontra la C B , 
una retta MKL normale alla I K, che incontri in L la IL, ed 
in M la IH A prolungata . Per M pòi s’ innalzi ad essa perpendi- 
colare la M che si farà eguale alla K L. Condotta la I 
col centro H e coll’ intervallo II A si descriva un circolo , il 
quale incontrerà la stessa I i? in qualche punto /, se pure 
le condizioni del problema siano possibili . 

Ora si tiri per /"la retta /F perpendicolare soprala IM, 
e per F la F G perpendicolare alla CD; e posta F g eguale 
ad FG, si pigli la distanza g/, cui fatto eguale il prolunga- 
mento GE della F G , si descriverà la retta EC; e 1’ ango- 
lo E C D sarà il terz’ angolo piano eh’ era ignoto . 

Imperciocché fingiamo che il triangolo I K L , rotando 
col proprio piano intorno al lato I K , s’ innalzi perpendico- 
lare al piano BCD. Allora per la L I e per la C I passerà 

un 
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un piano che formerà col piano B C t) un angolo d’ inclina^ 
zione eguale all’ angolo L I K . In quel piano sarà dunque 
1’ -angolo cercalo > Di nuovo fìngiamo che il triangolo H C A 
descriva un cono retto intorno alla GB, come suo asse; ed è 
chiaro che la congiunzione del piano H C A con quello ove 
giace l’angolo ignoto, deve accadere in un lato del detto co- 
no, cioè a dire nell’ intersecazione di quest’ ultimo piano col- 
la superficie del detto cono . Pertanto se immaginiamo eret- 
to un piano sopra la 1 H A, il quale sia perpendicolare al pia- 
no B C D , e seghi la superficie conica , la sezione sarà un 
circolo dal centro H e dal raggio H A . La sezione poi che 
farà il piano medesimo in quello. dell’angolo ignoto, sarà una 
retta, che deve passare per 1 e per un punto projettato in M 
sullo stesso piano B C D ; il qual punto sarà distante da M 
qnant’ è la lunghezza K L . Imperciocché allora quando il 
triangolo I K L , rotando intorno alla IK, s’ innalzi normale 
al piano C B D, il punto L si troverà nel piano dell’ angolo 
ignoto; e perciò- la retta , che per K si è condotta paralella 
alla CD, sarà projezione d’iir.a retta che giace in quel pia- 
no , è paralella alla CD, ed incontra il piano eretto sulla 
lA in un punto projettato in M; onde la distanza del pun- 
to stesso dalla sua projezione M sarà eguale alla K L , ov- 
vero alta M Jp . 

Adunque la retta I £ rappresenterà l’ intersecazione del 
piano eretto sulla I M col piano dell’ angolo ignoto, mentre 
il circolo y/'A rappresenta rintersecazione colla superfìcie co- 
nica ; e quindi se il piano del detto circolo insieme, colla 
l £ , rotando intorno alla I M , si eriga normale al piano 
B C D , il punto / si troverà comune alla superficie conica 
ed al piano dell'angolo cercato, e la sua projezione sul piano 
BCD sarà in F. Segue da ciò che se il triangolo HCA, ro- 
tando intorno alla CH, si rechi in tal posizione che il pun- 
to A trovisi projettato in F , allora il lato C A si tro- 
verà e nella superficie conica , e nel piano dell’ angolo 
ignoto , e sarà proj’cttato nella retta C F . Allora dunque 
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il lato C A comprenderà col lato CD T angolo cercato . 

L’ altezza del punto A sopra la sua projezione F sarà 
manifestaroente y F ; la perpendicolare , che dal medesimo 
punto A sarà condotta sulla CD, avrà per sua projezione la 
FG; dunque la sua lunghezza sarà /g, ovvero EG; e quindi 
£ C D sarà la misura dell’ angolo ignoto . 

I rimanenti airgoli diedri ignoti si troveranno coi meto- 
di precedenti SS- , no, mentre conosciamo i tre angoli 
piani , ed uno degli angoli diedri . 

5- in . Ma due sono i punti ne’ quali, general- 

mente , la rotta £ I sega il circolo f f A', e perciò due di- 
versi angoli solidi possono essere costruiti, che abbiano i tre 
elementi dati . Nell’uno il piano dell’ angolo ignoto, ed il 
piano A C B formeranno un angolo acuto : nell’ altro lo for- 
meranno ottuso . Che se la I riesca tangente , allora l’an- 
golo còìnpreso dai due piani predetti sarà retto . 

5 . na . Dati due angoli diedri, ed uno degli angoli 
piani; trovare gli altri elementi, ovvero „dati due angoli ed 
un lato di un triangolo sferico ; trovare I’ angolo cd i lati 
rimanenti . Questo problema ha pure due casi, cioè . 

1 “ L’ angolo piano è fra i due angoli diedri , ovvero il 
lato è fra i due angoli dati. 

a® l’angolo piano è opposto ad uno dei due angoli die- 
dri , ovvero il lato è opposto ad uno dei dati angoli . 

CASO V. 

Fig. 5o Sia BCD il dato angolo piano; yg A sia la misura dell’ 
angolo diedro adjacente al lato C B ; e facciasi f'hg eguale 
alla misura dell’ altro angolo diedro dato, che dev’ essere 
adjacente al lato C D . Si abbassi f' F' normale sopra g h-, e 
per C sia condotta C m perpendicolare a C D ed eguale ad 
F* A , e C re perpendicolare a C B ed eguale ad F' g . Parta 
dal punto /re una paralella alla C D , e dal punto re una pa- 
ralella alla C B ; e queste due paralelle si taglino in F , 
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Condotta la retta C F , saranno B C F , D C F projezioni ri- 
spettive degli angoli piani ignoti , dei quali potremo deter- 
minare immediatamente le grandezze reali. 

In fatti, condotta la F H normale alla CD, producasi 
tanto che sia il prolungamento HE eguale ad f h, e si de« 
scriva la retta C E . Dico esser l’ angolo D C E eguale all’ 
angolo piano ignoto che dev’ essere adjacente al lato C D . 
Similmente condotta la F C normale alla GB, e prodotta 
per modo che sia G A eguale ad /' g , se si descriva la ret- 
ta C A , questa comprenderà 1’ angolo A C B eguale all’ al- 
tro angolo piano ignoto , adjacente alla C B . 

Imperciocché suppongasi nello spazio un punto proietta- 
to in F, e distante da F quant’ è la perpendicolare /' F' . La 
retta che unisce quel punto col punto C sarà projettata in 
C F, sul piano B C D . Un piano condotto per la menzionata 
retta e per la C D formerà col piano B C D un angolo d’in- 
clinazione eguale all’angolo dato f'hg% ed un piano con- 
dotto per quella retta medesima e per la C B, formerà un 
angolo d’inclinazione col piano BCD, eguale al dato angolo 
f gh. Questi due piani formeranno dunque in C col terzo pia- 
no B C D un angolo solido determinato dalle date condizio- 
ni ; e perciò i due angoli formati dall’ obbiettiva della C F 
colle due CB, CD sono i due cercati . 

Ora si osservi che essendo FH eguale ad F'A, se il trian- 
golo EC H, rotando intorno alla CD , si rechi in tal posi- 
zione che il punto E sia projettato in F, allora la . distanza 
di esso punto E dalla sua projezione F sarà manifestamente 
eguale ad/'F'. Similmente rotando il triangolo GCA intor- 
no alla retta CB, se rechisi in tal posizione che il punto A 
ti trovi a perpendicolo sovra il punto F, la distanza di '^esso 
punto A dalla sua projezione F sarà allora eguale alla f F'. 
Adunque i due punti A , E coincideranno in un medesima 
punto dello spazio projettato in F , ed insieme coincideran- 
no le due rette C A , C E in una medesima ^ la qual com- 
prenderà r angolo E C H colla CD, e 1’ angolo A C G colla 
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CB, mentre il piano del primo angolo sarà Inclinato secon- 
do l’angolo h, ed il piano deH’altro angolo sarà inclinato se- 
condo r angolo g , rispetto al medesimo piano B C D , 

Noti poi i tre angoli piani ACB , BCD , DCE , il terzo 
angoilo diedro ignoto si determinerà per mezzo del S- ><?9 ; 
o pure , essendo noto un angolo diedro e due degli angoli 
piani , si troverà l’ angolo diedro ignoto per mezzo del 
S. no. 


CASO ir. 

Sia BCA il dato angolo piano, /"g A , /'Ag Fig .So, siano 
come prima le misure dei dati angoli diedri ; e debba 1’ an- 
golo g riuscire opposto all’ angolo piano ACB. Sarà dun- 
que r angolo diedro A adiacente alla retta C B . 

Si ponga C M normale a C B , ed eguale ad A . Per 
M sia condotta una retta paralella alla C B che incontri in 
A la C A . Per A sia condotta la A H normale alla C B , e 
producasi in F, tanto che sia H F eguale ad A F'. 

Col centro in F, e coll’ intervallo F'g descrivasi un cir- 
colo G G' G", cui si conduca dal punto C una tangente; e 
sia questa la C G . Dico essere B C G uno degli angoli piani 
ignoti; e condotta la CF , dico essere GCF projezione dell’ 
altro , sul piano B C G . 

' Impérciocchè è manifesto che H C F è proiezione del 
triangolo ACH, quando il suo piano inclinisi al piano BCG 
secondo l’angolo A, dalla parte F. Adunque allora CF è pro- 
iezione del lato CA. Ma perchè allora la distanza del punto A 
dalla sua projezione F eguaglia la /'F, Fig. So ; ed in oltre si è po- 
sta GF eguale a gF, è chiaro che se per la C A, progettata in CF, 
e per la C G, sia condotto un piano, questo formerà col pia- 
no BCG un angolo diedro misurato dall’ angolo g . Adun- 
que 1’ angolo solido compreso in C dai due angoli piani 
ACB-, BCG, e dal terzo projettato in F C C, corrisponde 
alle condizioni prescritte; cioè a dire, de’sei elementi che lo 
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compongono tre sono i dati ; e per conseguenza ì tre rima- 
nenti sono quelli che si cercano . 

La grandezza vera dell’ angolo projettato in F G C si 
troverà come abbiam fatto nel 5- precedente ; e così essen- 
do noti i tre angoli piani, e due angoli diedri, si determi- 
nerà neiruna, o nell’aitra delle maniere insegnate, 109, 
no, il terzo angolo diedro . 

5. ii 3 . Come due sono le tangenti che possiam condur- 
re dal punto C al circolo CG'G", cosi due risoluzioni am- 
mette in questo caso il problema, come nel precedente . 

§.114* Dati i tre angoli diedri che forraansi dai tre 
piani contenenti un angolo solido ; trovare i tre angoli pia' 
ni che lo formano , ovvero „ dati i tre angoli d’ un trian- 
golo sferico; trovare i tre lati. 

Preparerò la risoluzione . esaminando il problema nella Fig. 5 :i 
Fig. 5 a . In essa rappresentasi un angolo solido formato nel 
punto C da tre angoli piani ACB, BGD, OCA. Nel pun- 
to C fingesi ancora il centro d’una superfìcie sferica , la qua- 
le è incontrata in A , B , D dai tre lati dell’ angolo solido ; 
ed i tre archi AB, BD, DA, di circoli massimi, compren- 
dono il triangolo sferico corrispondente al dato angolo soli- 
do §. 108. 

Immaginando condotto per la CD un piano che divida 
per mezzo I’ angolo diedro formato dai due piani A C D , 

D C B , c per la C B un altro piano che divida per mezzo 
F angolo Ibrmato dai due piani DGB, BCA, l’ intersecazio- 
ne scambievole dei due piani immaginati sarà una retta che 
passei'à pel vertice, o centro C; e se da un punto qualunque 
della medesima siano condotte tre normali, rispettivamente, 
ai tre piani ACB, BCD, DCA, queste saranno eguali fra 
loro. Rappresentiamo questo punto in M, e le tre rette MP, 

MQ, MR rappresentirw le tre normali. 

Ciò posto, fingasi condotto un piano per le due MP, MR, 
il quale incontri la AG in H. Questo piano sarà normale al- 
la retta AG; e quindi condotte le due PH, R H , saranno es- 
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se pure normali alla retta medesima, e comprenderanno l’an» 
golo PHR, che misura l’inclinazione dei due piani AGB, 
A CD. Quell’angolo è dunque uno dei dati . In simii mo* 
do condotte le due RN, QN al punto N, ove il Iato BC è 
incontrato dal piano delle due MR,MQ, si prov^ essere l’an- 
golo Q N R eguale a quello che misura l’ inclinazione dei due 
j)iani A C B , B C D . Finalmente se O sia quel punto dove 
il lato C D è incontrato dal piano delle due M Q , M P , e 
sian condotte la rette Q 0 , PO; queste comprenderanno 
r angolo P 0 Q eguale all’ inclinazione dei due piani BCD , 
DC A . 

Adunque ne’ quadrilateri piani PHRM , RNQM, QOPM 
sOn noti tutti gli angoli ; perciocché retti sono quelli che 
formansi in P, Q, R; noti quelli che formansi in H , N , 0; 
e per conseguenza noti pur quelli che stanno intorno al pun- 
to M ; cioè a dire 1’ angolo P M R è supplemento a due ret- 
ti dell’angolo noto PHR; l’angolo RMQ è supplemento dell’ 
angolo noto R N Q ; l’angolo Q M P è supplemento dell’ango- 
lo noto P O Q . 

Considerando ora i tre quadrilateri CHPO, COQN, 
C N R H, si vede che l’angolo H C N è supplemento a due 
retti dell’ angolo HRN; l’angolo NCO è supplemento dell’ 
angolo N Q O ; e 1’ angolo O C H è supplemento dell’ angolo 
HPO. 

Se dunque pervengasi alla cognizione degli angoli HRN, 
NQO, OPH, conosceremo ancora gli angoli cercati 'A C 
B C D , D C A . 

Si osservi che essendo arbitraria la lunghezza delle MP, 
M Q , M R , eguali fra loro , può aversi come nota . Da essa 
dipendono le PH, RH eguali fra loro, le RN, QN puro 
eguali fra loro , le Q O , P O pure fra loro eguali . Tutte 
((ueste rette saran dunque note, tosto che sia assegnata la 
lunghezza M P . 

Colia seguente costruzione ci proponghiamo di determi- 
nare gli angoli cercati . 
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Si descriva col centro m, e coU’intervallo arbitrario mp, FIg. 53 
il circolo prqp' . Intorno al centro m ponghiamo consecuti* 
vamente gli angoli pmr^ rmq, qmp' eguali ordinatamenp 
te agli angoli PMR, RMQ, QMP, Fig.5a, che sono i sup> 
plementi rispettivi degli angoli diedri dati ; e condotte le 
' tangenti ph, hrn, nqo, op' pei punti p, r , q» p\ si for- 
meranno i tre quadrilateri m p h r , rmqn, qmp' o ordi- 
natamente simili ai tre MPHR, RMQN, QMPO; ed 
ancora eguali ad essi , se la /n/7 sia eguale alla M P . Coi tre 
angoli p mr ^ r mq ^ ì ^p' ** potrà dunque formare un an^ 
golo solido eguale a quello che si forma in M , Fig. 5a, dai 
tre angoli corrispondenti PMR, RMQ, QMP; e coi tre 
quadrilateri m p h r , r m q n, q m p' o si formerà una specie 
di corona triedra simile a quella che formasi dai tre qua- 
drilateri analoghi MPHR, RMQN, QMPO. 

Suppoiighiamo che i due quadrilateri m p h r, mp' o q ^ 
rotando intorno, uno alla mr, l’altro alla m q ■, vengano a 
coincidere coi loro lati /n/>, mp', 5- 109- Sarà formata allo* 
ra 1’ accennata corona ; e la retta ove coincidono le due 
mp,mp', sarà projettata nella /n t, la quale passi per m e 
pel punto 7T, in cui s’incontrano due rette p-n, p'-v condot* 
te rispettivamente normali alle mr, mq dai punti p,p', 

S- 108 , 

Producasi la ph ià incontrare in a; la /n r, pure prodot- 
ta ; e cosi la p' o vada ad incontrare io z la. m q . 

Tirata per tt ed a: la tt x , che seghi in la /z; e pa- 
rimenti j)cr -w o z la ttz, che seghi in ta \& qn, saranno 
w le projezioni rispettive dei punti h , 0 , sul piano rmq, 
quando i tre quadrilateri, posti intorno al punto m, formano 
la detta corona triedra . 

Imperciocché le due p’ k, o q debbono essere egualmen- 
te inclinate al piano rmq, in qualunqne posizione si trovi 
il piano mp' z, rotante intorno alla mz . Adunque le lun- 
ghezze delle loro projezioni saranno proporzionali alle me- 
desime p' k , o q . Ma quando le due mp , m p', coincidendo 
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insieme, si trovano ambedue projettate nella m ?r , la proje- 
xionc della p' k è la A;r; dunque allora sarà q u projezionc 
della q o i essendo manifestamente , q fu proporzionaK 
alle p k , q o \ e quindi w sarà projeaione del punto, o . Si- 
milmente dimostreremo essere projezione del punto h. 

Ora sulla rh descritto un semicircolo, ed in esso adat- 
tata la r t eguale alla r<f , sarà la retta h t,che unisce i punr 
ti A, r, eguale alla distanza che , nel predetto caso , deve ave- 
re il punto h dalla sua projezione rc8 . Sarà dunque 

h rt misura dell’ angolo che la A r comprende colla r « , 
cioè dell’ angolo H R N , Fig. Sa . Perciò t r n eguaglia 1’ anr 
golo’ A C B, che è uno dei cercati . Similmente troveremo la 
or, misura delia distanza che deve avere il punto o dalla 
sua proiezione w , e l’ angolo o q s eguale all’ angolo 0 Q N, 
Fig. Sa ; onde sarà l’angolo sqn eguale all’angolo BC D . 

Il terzo degli angoli cercati è supplemento di quello che 
corrisponde alla projezione w a- , il quale si determinerà 
col metodo del J. i8, riflettendo che la distanza della pro- 
jezione 7T dal corrispondente punto obbiettivo è determinata. 

5 . iiS . Il fine particolare di questo saggio è di som- 
ministrare agli artisti , anche non istruiti d’ altre dottrine 
trigonometriche , il mezzo di operare con fondamento di 
principi molti casi di pratica. Ma stimo ancora che possa 
utilmente valere come introduzione all’ uso ragionato del 
calcolo nella trigonometria sferica . 

5 . ri6 . Trovare i iimiti fra i quali è sempre contenuta 
la somma dei tre angoli d’ inclinazione che una retta pnò 
formare coi tre piani coordinati . 

Suppongo prima una retta che passi pel punto comune 
ai tre piani , e cerco quando i tre angoli formino la più 
grande, e la più piccola somma possibile . 

Una formola trigonometrica assai bi-eve palesa tosto la 
ri^•oh^aione ; ma volendo procedere indipendentemente dal 
cx?lcolo , avrò bisogno di alcune dimostrazioni sussidiarie . 
Pioverò con esse che, rimanendo invariato uno dei tre ango- 
li , 
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li , se variino successivamente gli altri due ,■ la loro somma 
sarà massima , quando ambedue siano eguali . Adunque, nel 
caso che tutti tre formino la massima somma possibile, con» 
verrà che , qualunque sia in questo caso la grandezza di un 
solo angolo, la somma degli altri due sia la più grande che 
formar possano , stante la supposta grandezza del terzo ; e 
quindi i due angoli predetti saranno in tal caso eguali fra 
loro . Segue da ciò die , allora quando tutti tre formino la 
massima somma, dóvranno essere tutti fra loro eguali; e per^ 
ciò la retta si troverà posta rispetto ai piani coordinati, co- 
me la diagonale di un cubo è posta rispetto alle sue faccie . 
Coi medesimi principj dimostrerò che , posto invariabile uno 
dei tre angoli , la somma degli altri due varianti sarà vie 
minore , quanto più questi differiscano fra loro . Perciò nel 
caso che tutti i tre angoli formino la minor somma possibi- 
le , dovranno i due angoli varianti differire massimamente 
fra loro , qualunque sia la grandezza di qnello clic rimane 
invariabile . Ma ciò avviene quando uno dei due predetti 
angoli sia nullo ; dunque il caso della menoma somma ri^ 
chiede che uno almeno degli angoli sia nullo , cioè che la 
retta giaccia in mio dei piani coordinati . In rpiesto caso la 
somma dei due angoli rimanenti eguaglia sempre un retto, 
tanto se ciascheduno di essi abbia una grandezza , quanto 
se imo sia niillo . 

Laonde la menoma somma eguaglia nn retto, e la mas- 
sima eguaglia il triplo di quell’ angolo d’ inclinazione che 
forma la diagonale del cubo con nna delle sue fciccie La 
conclusione si applica poi a qualunque retta che non passi 
pel punto comune ai tre piani coordinati ; giacché per cpie- 
Sto punto si potrà sempre condurre una paralella a qualunque 
retta data nello spazio, e gli angoli che ambedue formeran- 
no con ciascun piano coordinato saranno- eguali fra loro . 

5" 1 1 7 . Se in un segmento di circolo , minore di un 
\ semicerchio, sian contenuti due angoli fra loro eguali, ma le 
corde le quali comprendono uno di essi differiscano fra lo- 
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ro meno che le corde comprendenti T altro, I quadrati del- 
le corde più dififerenti superano , presi insieme , i quadrati 
delle men differenti , pure insieme presi . 

Fig. 54 Nel segmento ABC, minore del semicii-colo , sia conte- 
nuto 1’ angolo ABC dalle due corde A B , B C men diffe- 
renti fra loro che le corde A D , D C , le quali comprendo- 
no un altr’ angolo A D C eguale al primo . Dico che i qua- 
drati delle AB, BC, insieme presi, son minori che quelli 
delle due A D , D C . 

Imperciocché si producano le due A B , A D , e sopra 
di esse dal punto C siano condotte le rispettive normali c A, 
cgi indi si ponga l’angolo GDm, eguale all’ angolo A B D . 

Il punto m cadrà nella retta BC, e saran simili i trian- 
goli ABD, CDtm, come pure fra loro simili saranno i trian- 
goli C B A , C D g . Avremo dunque la ragione di A D ad A B 
eguale a quella di C m a. CD, e perciò minore che quella 
di C B a CD. Ma come GB a C D, cosi è B A a D g ; dun- 
que la ragione di A D ad A B è minore che la ragione di 
BA a Dg; onde segue che il rettangolo compreso dalle A D, 
Dg è minore del rettangolo compresa dalle AB, BA . 

In oltre al quadrato della AC sono eguali, tanto i qua- 
drati delle A B , B G insieme col doppio rettangolo delle 
AB, BA, quanto i quadrati delle AD, DC insieme col dop- 
pio rettangolo delle AD, Dg. Ma questo rettangolo fu mo- 
strato minore che quello delle AB, BA; dunque i due qua- 
drati delle AD, DC, presi insieme, sono maggiori clic i 
due quadrati delle AB, B C, pure insieme presi , 

5. 118. Pongasi una retta DE tale che i quadrati del- 
le AD, DE, insieme presi, eguaglino i quadrati delle AB, 
B G , e si adatti nel segmento la retta D e eguale alla D E . 

Fig. 55 Sarà 1’ arco De minore dell’ arco DC; e per conseguenza 
tutto 1’ arco A B c è minore che 1’ arco ABC. 

S- 119. Le due rette CD, CE che formano angoli 
retti in C , rappresentino le intersecazioni dei due piani 
coordinati II” e IH* col I.* §. 3 . Le due rette CF, CM, e- 
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gitali fra loro, siano projezioni sul piano I* di due rette ol> 
biettive pure fra loro eguali; e per conseguenza egualmente 
inclinate al detto piano 1“ . Descrivasi il circolo D F M H' 
ec. col centro C e col raggio CF, o C M, e dai punti F, M 
siano condotte le F G', M N' normali alla C D, e le due FH', 
M O' normali alla CE, e terminate alla circonferenza . De- 
scriviamo ancora una circonferenza P Q R ec. con raggio e- 
guale alia lunghezza delFobhiettiva projettata in C M, o GF, 
e vi si adattino contigue le P Q , QR ordinatamente eguali 
alle F H’, F G', come pure le Pi, st ordinatamente eguali 
alle M O’, M N'. 

Se le F G, FH differiscano fra loro meno che le MN, 
MO, ancora le FG', F H', e le loro eguali PQ, QR, differi- 
ranno fra loro meno che le MN', MO', e le loro eguali Pi, st . 

L’ arco poi R Q P sarà minore del semicircolo , atteso 
che le due FH', F G', come pure le M N’, M 0', sono conte- 
nute in un semicircolo di raggio minore che quello con cui 
fu descritto il circolo PQR ec. Adunque 1’ arco P Q R è 
maggiore dell’arco Pif 5* ti8. Ma l’arco PQ misura il dop- 
pio dell’angolo d’inclinazione formato col piano 111® dall’ob- 
hiettiva proiettata in C F l’arco QR misura il 

doppio dell’ angolo d’ inclinazione formato dall’ obbiettiva 
medesima col piano II® . Adunque PQR misura la doppia 
somma dei due angoli d’incliriazionc formati dalla detta ob- 
biettiva coi piani II* e III®. 

Nello stesso modo si prova che l’ arco P r /■ misura la 
doppia somma dei due angoli d’ incIinazio^*-che forma coi 
piani II® e III® 1’ obbiettiva projettata in Adunque la 

somma dei due primi angoli supera quella dei due secondi . 
' Le due projezioni C F , C M possono rappresentare duo 
posizioni diverse di una medesima obbiettiva che sia sempre 
egualmente inclinata al piano I®. 

Se le due F H , F G differiscono fra loro meno che le 
due MN, MO, il punto F è più vicino a quello che divide 
per mezzo il quadrante D F E , ed il punto M più lontano - 
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Gli angoli d’ inclinazione che forma 1* obbiettiva coi piani 
li® e III* differiscono meno fra loro quànd’essa è nella posi- 
zione corrispondente a GF, che nell’altra corrispondente a 
C M . Adunque , supposto costante 1’ angolo formato col pia- 
no 1°, si vede che la somma degli altri due angoli sarà mag> 
giore quanto meno essi differiscono fra loro ; e reciproca- 
mente . 

Lo stesso ragionamento si ripete supponendo costante 
r angolo formato con 1’ uno , o con 1’ altro dei piani coordi- 
nati ; dunque , posto costante un angolo , la somma degli 
altri due sarà la massima quando sono eguali, e la menoma 
quando uno è nullo . 

5- 130 . Si dimanda come la ragione dell’ area d’ una 
iìgura piana a quella della sua projezione, sopra un altro pia- 
no , dipenda dall’ inclinazione dei due piani . 

Fingiamo in primo luogo che la figura obbiettiva sia un 
rettangolo che abbia due lati paralelli al piano della proje- 
zione . Questa sarà pure un rettangolo ; e possiamo rappre- 
Fig. 56 sentarla in AB CD - Pongasi l’angolo BOB' eguale all’an- 
golo d’inclinazione che formano insieme il piano obbiettivo, 
e quello della projezione . Prodotta AB finché seghi in B' 
la G B*, sarà C B' eguale alla lunghezza del lato projettato 
in C B, 5. 1 1 . Ma le projezioni A B, DC sono eguali ai cor- 
rispondenti lati obbiettivi; dunque il dato rettangolo sta al- 
la sua projezione ABC come la C B' alla C B . 

Volendo esprimerci in termini trigonometrici, la B' C si 
dirà seno tuttavia B B' seno dell’angolo d’inclinazione , la 
B C^ suo COSCIO "Perciò 1’ area del rettangolo obbiettivo sta 
all’area deliaca projezione, come il seno tutto al coseno 
dell’ angolo d’ inclinazione del piano obbiettivo con quello 
della projezione . 

Se il rettangolo obbiettivo si divida per mezzo con una 
diagonale , la projezione di questa , che supporremo essere 
A C , dividerà pure in due triangoli egiuili la projezione 
ABC del rettangolo obbiettivo, e ciascuno dei triangoli che 


Digitized by Google 


ia5 

lo compongono, avrà alla sua corrispondente projesione quel- 
la medesima ragione sopradetta . 

Fingiamo ora che la proposta hgura obbiettiva sia un 
triangolo rettilineo posto in qualunque modo nello spazio • 

Si potrà immaginare circoscritto ad esso un rettangolo , due 
lati del quale siano paralelli al piano della projezione . 

Rappresentisi nel triangolo ABC la projezione del tiian- Fig. 07 
golo dato, e nel rettangolo E DC F quella del rettangolo ob- 
biettivo circoscritto . Ciasclieduiu) dei triangoli obbiettivi cor- 
rispondenti alle rispettive loro projezioni ADC,ABE,BCF, 
avrà alla propria projezione la ragione medesima die ha tut- 
to il rettangolo obbiettivo a tutta la sua projezione , cioè 
quella del seno tutto al coseno dell’ inclinazione . Adunque 
nella medesima ragione sarà pure il triaugolo obbiettivo alla 
sua projezione A B G > 

Che se la figura proposta sarà un poligono rettilineo , 
potrà essere diviso in triangoli ; e la sua projezione sarà di- 
visa anch’ essa in altrettanti triangoli , i quali saranno pro- 
iezioni dei corrispondenti triangoli obbiettivi. Ciascun trian- 
golo alla propria projezione avrà la indicata ragione del se- 
no tutto al coseno dell’ inclinazione fra ’l piano obbiettivo 
e quello della projezione. Adunque tutta la figura oblrietti- 
va composta dai detti triangoli sta alia sua projezione, che è 
composta dalle projezioni dei triangoli stessi , come il seno 
tutto al coseno della detta inclinazione . 

Sia finalmente curvilinea la proposta figura. Potremo im- 
maginare una serie di poligoni inscritti ad essa . A questi po- 
ligoni corrisponderanno le projezioni loro formanti una serie 
di poligoni inscritti nella projezione della figura obbiettiva . 

Siccome questa è limite dei poligoni inscritti in essa, così 
la sua projezione è limite dei poligoni in essa inscritti . Ma 
ciascuno dei poligoni obbiettivi ha alla propria projezione 
quella ragione che ha il seno tutto al coseno dcH’indiflazio- 
ne fra ’I piano obbiettivo e quello della projezione; dunque 
ancora la figura data, che è limite dei poligoni ad essa iii- 
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scritti , avrà quella ragione medesima alla sua projezione , 
che è limite dei poligoni pure ad essa inscritti ^ i quali so- 
no projezioni dei detti poligoni obbiettivi . 

Perciò qualunque sia la data figura piana , essa avrà sem- 
pre alla sua projezione quella ragione che iia il seno tutto 
al coseno dell’ angolo d’ inclinazione formato dal piano ob- 
biettivo e dal piano della projezione . 

§. I 2 I . Dal teorema precedente si deduce che se un 
numero A esprima l’area della figura obbiettiva, ed i nume- 
ri a , ò, c esprimano ordinatamente le aree delle sue proje- 
zioni sui piani I®, II®, e III®, il quadrato del numero A egua- 
glia i quadrati insieme presi dei numeri a, ò , c . 

Immaginiamo condotta una perpendicolare dal punto co- 
mune ai tre piani coordinati sul piano della data figura . 

L’angolo d’inclinazione che questa perpendicolare for- 
ma con un de’ piani coordinati è complemento dell’ angolo 
d’ inclinazione che forma col piano stesso il piano obbietti- 
vo S" ^4- Adunque il coseno di quest’ultimo angolo è seno 
del primo. Ma fu dimostrato, che il quadrato della ret- 

ta, assunta come seno tutto, eguaglia i quadrati insieme pre- 
si dei seni delle sue inclinazioni coi piani coordinati ; dun- 
que se dimostreremo che il quadrato del numero A sta ai 
quadrati, insieme presi, dei numeri a,b,c, come il quadrato 
della detta perpendicolare al quadrati, insieme presi, dei se- 
ni delle sue inclinazioni, sarà provata la nostra proposizione. 

Pertanto nominiamo R la normale presa come seno tut- 
to , r il seno della sua inclinazione col piano 1®, s' quello 
della sua inclinazione col II®, s" quello dell’inclinazione col IIP . 

Avremo, dunque 5- itio, A:fl;:R:i; e quindi _A‘ :jR*££*; 
c quindi A*:R'::fl*:r‘; e similmente A*:R*::ò’:r'*; A*:R*::c*:ì"*. 
•Sarà perciò dalle quali proporzioni risul- 
ta ( a* -+- ò* -1- c^) : ( s* -t- -4- j"‘ ) : :!*: : A* : R^, ed 

( a‘ -4- ò* -4- c* ) : A* : ; ( -4- j'* -4- r"‘ ) : R*. 

Ma i due ultimi termini di questa proporzione sono eguali, 
5 . i3 *, dunque eguali pur sono i due primi . 
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Tocchiamo qualche argomento relativo alle intersecazio- 
ni , ed ai contatti delle superficie . ' 

5< 122 , Si dimanda se la superficie definita nel 
possa essere tagliata da un piano in una retta che non sia 
nè una delle date direttrici , nè una delle generatrici . 

Con due osservazioni giungeremo a risolvere il quesito . 

In primo luogo , qualunque delle tre direttrici assumasi 
come asse , verrà sempre generata la medesima superficie , 
come segue immediatamente dal §. 4 ^ • In secondo luogo il 
piano rotante non può avere altri punti comuni colla super- 
ficie fuorché quelli che sono nella generatrice determinata 
da esso in ogni sua posizione. 

Ciò posto, se nella superficie v’abbia una retta che non 
sia nè una delle direttrici , nè una generatrice , la sua pro- 
jczione sul piano perpendicolare all’asse non passerà per P; 
ma , in generale , segherà alcuna delle due projezioni AB, 
E F , Pongasi tale intersecazione in K colla E F . Sarà dun- 
que K proiezione d’un punto unico della superficie, 5>47» ® 
perciò dovendo trovarsi e nella retta supposta , e nella di- 
rettrice proiettata in E F , questa sarà incontrata nel detto 
punto dalla supposta retta . 

Fingiamo ora che la superficie si generi facendo girare 
il piano rotante intorno alla detta direttrice , come asse . È 
chiaro che questo piano coinciderà una volta con quello che 
è determinato dalla direttrice e dalla retta supposta . Allora 
conterrà questa retta ed ancora la generatrice , che secondo 
l’ipotesi non coincide con essa. Ma ciò non è possibile, co- 
me abbiamo avvertito nella seconda osservazione . Adunque 
in generale non potrà essere segata la superficie da un pia- 
no in una retta linea, che non sia nè una direttrice, nè una 
generatrice , 

5 . 123 . Dissi, in generale, perchè ciò avverrà sempre 
quando le projezioni A B , E F di due direttrici non siano 
paralelle, come si mostra nella Fig. 58, ove le due paralelle 
GB", A P rappresentano le projezioni di due direttrici sul 
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plano I*, ed F rappresenta la projezione della terza che fa 
r ufficio deir asse . Il piano li" è supposto collocato in mo- 
do che la comune sezione X Z sia perpendicolare alle C B", 

A P, 5 - 6 o; e sopra di esso, le corrispondenti projezioni del- 
le tre direttrici sono c A , ef, a!’p . 

Fingasi un piano projettato nelle rette G C” — g g" in- 
defìnitc , e paralelle alle AP , GB , ap , cb, il quale seghi 
la superficie ^ Dico essere la sezione una retta linea . 

Imperciocché descriviamo le projezioni AB, A'B', A'’B’' 
di altrettante generatrici, e le loro projezioni corrispondenti, 
sul piano li", siano le ab, db', d’b'. Le due parti bb’, b' II' 
denotano le differenze fra le altezze dei tre punti projettati 
in B — b, B' — b', B" — b”, e sono proporzionali alle B B', B' B" , 

5. 1 1 - Similmente le parti ad, da” denotano le differenze 
Ira le altezze de’ punti projettati in A— a. A'— a'. A"— <z", e 
sono proporzionali alle A A' , A’ A". Ma le B B', B' B" sono 
proporzionali alle AA', A’A"; dunque saranno ancora in prò 
porzione le b b', V b” colle a a’, d d' ; e quindi le tre rette 
ab , d b’, a" hi' passeranno per un medesimo punto h . 

I Segue da ciò che ancora le g g', g' g" sono proporziona- 
li alle a a', d d', cioè alle A A', A’ A" , alle quali sono pu- 
re proporzionali le GG', G'G"; dunque le G G‘, G' G", e le 
gg', g' g" sono nella medesima proporzione; e perciò i pun- 
ti projettati in G — g, C — g', G" — g" sono in una medesima 
retta . Ma questi sono punti d’incontro del piano secante 
«olle generatrici; e quello che si dice di tjuesti punti si con- 
clude pure per quanti altri si voglia, determinati nella ma- 
niera medesima; dunque l’intersecazione della superficie col 
piano projettato in G G" è una retta . 

5. 124 • Tranne questo caso particolare è impossibile ’ 
ciò che asserisce il Sig. Monge ( Géomètrie descriptive Ad- 
ditioti II ) , cioè che per ogni punto della superficie consi- 
derata § 5 - 4 ^ » 4 ? » passar debbano due diverse generatrici 
rettilinee . Non appartiene a questo luogo esaminare il me- 
todo algebrico col quale il detto Sig. Monge intende di fare 

la 
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la sua dimostrazione . Ma l’evidenza della nostra confirmerà 
la massima già inculcata dall’Autore medesimo, che i meto- 
di grafici e quelli dell’ algebra dovrebbero essere insegnati 
contemporaneamente, affinchè l’evidenza di quelli, e la gene- 
ralità di questi componessero il massimo grado di utilità nell* 
istituzione dei giovani geometri . 

5 . ia5 . Si dimanda che specie di curva risulterà dall’ 
intersecazione che si considera nel §. 78 . 

Immaginiamo che per l’ asse della superficie cilindrica 
sia condotto un piano perpendicolare a quello del circolo 
massimo , che è base della superficie medesima, e su questo 
piano condotto per l’asse, intendasi descritta la projezione si 
della superficie cilindrica, come della sferica. 

Le due rette AF, BE rappresentino la sezione fatta dal Fig. S 9 
supposto piano nella superficie cilindrica, ed il circolo ADBH 
sia la sezione fatta nella superficie sferica. Sarà la prima su- 
perficie proiettata nello spazio indefinito che giace fra le due 
rette paralelle A F , B E indefinitamente prodotte , e la se- 
conda sarà proiettata nel circolo ABDH. Sia in oltre A B la 
sezione fatta dal predetto piano nel circolo che è base della 
superficie cilindrica ; e per conseguenza sarà il diametro AB 
projezione del circolo stesso . Concepiscasi ora un piano pa- 
ralello a quello sul quale intendiamo descritte queste proie- 
zioni , e secante ambedue le siqierficie . La sezione fatta nel- 
la sfera sarà un circolo eguale e paralello alla sua proiezio- 
ne; e qnesta sia il circolo A' D' B' concentrico all’ altro ADB. 

La sezione fatta nella superficie cilindrica consisterà in due 
rette paralelle alle AF , BE, 5-44i I® proiezioni delle quali 
saranno le A'F', B'E’. Produciamo le quattro rette paralelle 
A F, B E, A'F', B'E' a segare le rispettive circonferenze nei 
punti D , H, D', H'. I due primi punti sono evidentemente 
comuni alle due superficie : i due rimanenti sono projezioni 
di due punti pure comuni ad esse . 

Sia condotta la retta DH; e per essere eguali gli ango- 
li DAC,HBC, saran situili i due triangoli formali dalle DH, 

Parte I. 1 7 
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AB, colle AD, BH, ed inoltre saranno eguali le due BH, AD. 
Dunque la DH passa per C . Ma sono pure fra loro eguali 
le due A' D', H' B' ; dunque la D H passa ancora pei punti 
D', H'. Perciò i punti D, H, e quelli che corrispondono alle 
proiezioni D', H' sono in un medesimo piano , §. io . 

Similmente proveremo essere in un medesimo piano tut- 
ti gli altri punti assegnabili neirintersccazione delle due su- 
perficie ; e quindi essa è un circolo massimo, perchè è 1’ in- 
tersecazione della superficie sferica col plano projettato in 
D H . 

§. ia6 . Se invece della sfera sarà proposta una super- 
fìcie generata per la rotazione di una curva conica intorno al 
proprio asse; e quindi sia sostituita al circolo questa generatri- 
ce , come base della superficie cilindrica, l’intersecazione 
fra le due nuove superficie sarà una linea omogenea alla 
stessa generatrice della superficie di rotazione , cioè a dire, 
se questa sarà una sferoide , 1’ intersecazione sarà un’ ellisse 
concentrica a quella che genera la sferoide: se sarà una co- 
noide parabolica , 1’ intersecazione sarà una parabola : se 
sarà una conoide iperbolica , 1’ intersecazione sarà un’ iper- 
bole , sempre concentrica alla generatrice . 

L’ analisi algebrica dimostra con un solo principio que- 
ste , ed altre proposizioni analoghe, relative a superficie di 
qual si voglia forma. Non si giunge a conclusioni si estese 
coi nostri metodi grafici; ma dai principj superiormente sta- 
biliti, e secondo 1’ esempio dato nel §. precedente, si deduce 
con facilità la dimostrazione di quanto abbiamo ora enuncia- 
to sopra superficie generate per la rotazione di una curva 
conica intorno al proprio asse , come ho dimostrato altro- 
ve (•) . 

§. 127 . Sopra una medesima base circolare o ellittica 
stano costituite due superficie coniche, le quali si taglino scam- (*) 


(*) Problema GraRco ec. T. XIII degli atti della Soc. Ital. 

/• 
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bìevolmente in un’ qltra linea, oltre la circonferenza disila 
base coniune; si cerca qual sarà la specie di questa linea 
d’ intersecazione , 

Pel centro della base coniune , e pel due vertici delle Fig. 6 o 
superficie coniche , immagino condotto un piano che le se- 
ghi ambedue; e rappresento in npq la sezione fatta in una 
delle due superficie, ed in opq la sezione fatta nell’altra, 
essendo p q diametro nel quale vien segata la base . Im- 
magino ancora un piano paralello alla base, e secante le due 
superficie coniche, come pure il piano n p q o, che abbiamo 
testé condotto pei vertici e pel centro . La sezione fatta in 
questo piano si rappresenti dalla retta rs . Le sezioni delle 
due superficie coniche saranno due ellissi simili alla base, 

$.41 i e le projezioni loro sul piano della stessa base siano 
rappresentate dalle ellissi RZVY,TZSY, rispettivamente egua- 
li e simili alle corrispondenti obbiettive . 

La retta R S deve passare pei due centri delle predet- 
te ellissi, e sarà eguale alla retta r( . Nella medesima RS 
saranno poi costituiti i due diametri omologhi RV, T S, ri- 
spettivamente eguali alle r«, /r; ed i punti Z , Y, nc’ qua- 
li tagliansi le due curve, saranno projezioni di altrettanti pun- 
ti che spettano ad ambedue le superficie . Per uno di (pie- 
sù punti, cioè per Z, si conduca l’applicata Z X; e poiché 
sono simili fra loro le due ellissi , saranno eguali i due ret- 
tangoli , uno compreso dalle RX, XV, l’altro dalle SX, XT, 
perché ciascheduno avrà al ([uadrato della Z X la medesima 
ragione (*) . Adunque, producendo la ZX, dovrà necessaria- 
mente passare pel punto Y; perciocché Kapplicata corrispon- 
dente al punto X nell’ una delle due ellissi deve eguagliare 
r applicata omologa nell’altra ; né ciò potrà essere se la ZX 
prodotta incontri in punti diversi le due ellissi . Le incon- 
trerà dunque ambedue in Y , e saranno eguali fra loro le 
Z X, X Y . 


{•) V. Sezioni Coniche . 
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Dall’ eguaglianza del due predetti rettangoli si ha la 
proporzione RX:TX::XS;XV, d’onde proviene RT;SV:;TX:XV ; 
e dovendo le parti rt, tu, us, della rs, essere ordinatamente 
eguali alle parti RT, TV, VS della RS , ne segue che posta 
~\a t X eguale alla TX , sarà xu eguale ad XV . Adunque 
l’ intersecazione di cui parliamo ha un’ ordinata che passa 
per X , eguale e paralella alla Z Y , ed è in a: divisa per 
mezzo . 

Similmente immaginato un altro piano secante, che ta- 
gli nella retta r s' il piano n p q o, si determinerà un altro 
punto x' dividente la t' iC in due parti t' x' , x' u' simili alle 
tXfXu; imperciocché essendo tx:xn::rt:us , t'x':x'u'::rt':u's' i 
ed ancora rt:us::rt':u's', avremo tx-jcu:U'x'uc'u' . 

Dunque i punti x,x', e tutti gli altri similmente deter- 
minati, giacciono in ima medesima retta che passa per 
dove si tagliano le nq, op. Ma pel punto x' passar deve 
un’ordinata paralella alla precedente, ed ivi essere divisa per 
mezzo; dunque le ordinate che passano pei punti x, x‘ ec. 
sono costituite in un medesimo piano, e divise per mezzo dai 
punti stessi . 

Per la qual cosa 1 ’ intersecazione di cui si tratta giace 
in un piano, e la retta a: 4 ^ ^tio diametro . 

Quella curva è dunque una delle tre sezioni coniche 
dette dai Geometri di seconcT ordine . La specie particolare 
sarà poi determinata dalla posizione scambievole delie due 
rette np, o q . 

§. 128 . Qualunque sia la distanza di ciascun vertice 
dalla base , sussiste la nostra dimostrazione . Adunque varrà 
ancora nel caso che i vertici si scostino a distanza infinita 
dalla base , cioè quando le due superficie coniche si trasfor- 
mino in cilindriche, o ancora quando, una rimanendo coni- 
ca, l’altra divenga cilindrica . 

5. laq. Non solamente la medesima dimostrazione, 127, 
conviene ancora se la base proposta sia circolare; ma si ap- 
plica egualmente , e conduce alla conclusione medesima se 
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quella base sia iperbolica , o parabolica . Adunque se la ba- 
se comune delle due superficie sopraddette è una linea di se- 
condi ordine , ancora V altra curva £ intersecazione sarà una 
linea di seconcF ordine . 

i3o. Data una sferoide, ed un punto fuori di essa, 
nel quale sia costituito il vertice d’una superficie conica in- 
volvente e tangente la superficie sferoidica , si dimanda di 
die specie sarà ]a linea di contatto fra le due superficie . 
Premetto come principi dimostrati . 
i.“ Che la sezione fatta da un piano nella sferoide è 
generalmente un’ ellisse , la quale diviene un circolo quan> 
do il piano secante è perpendicolare all’ asse , e diviene la 
stessa ellisse generatrice della sferoide quando il piano se^ 
cante passa per 1’ asse, 53 . 

a.“ Se la sferoide sia tagliata da una serie di piani para- 
lelli fra loro, le sezioni sono tutte simili, hanno i centri in 
una medesima retta, ed i diametri omologhi fra loro paralelli . 

3.® Quindi si deduce che due, quali si voglia, fra le se- 
zioni predette possono essere considerate come giacenti in 
una medesima superficie conica, la cui base sia l’ima, o l’al- 
tra delle due sezioni medesime , ed il cui vertice sia nel 
punto ove si tagliano la retta condotta pei centri, e quella 
che passa pegli estremi di due diametri omologhi . 

Ciò posto, concepiamo condotto un piano pel punto da- 
to, e per 1’ asse della data sferoide . La sezione sarà la stes- 
sa ellisse generatrice rappresentata in MN«m, e P potrà 
rappresentai’e il dato punto . 

Siano condotte per P le due tangenti P M , P N , in M 
ed N , e descrivasi la corda M N , come pure un’ altra m n 
paralella ad essa . Divisa per mezzo in C la M N , ed in c 
la m «, sia condotta la retta indefinita Cc; e supponghinmo 
tirate due secanti, una pei punti M, rn, l’altra pei punti 
N , « . Egli è manifesto che le dette secanti si devono in- 
contrare in un punto della retta C c , prodotta indefinita- 
mente ; e ciò averrà sempre , qualunque sia la distanza fra 
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le due corde M N, mn. Adunque, se fingiamo die una ret- 
ta m n , conservandosi paraldla alla M N si mova continua- 
mente verso di essa, e termini sempre da ambe le parti nel- 
la curva, le secanti che passano pei punti omologhi M, m, 
N , ra, concorreranno sempre in un punto della stessa retia 
Cc prolungata . Ma quando la mn coinciderà colla M N , i 
punti m,n coincideranno ordinatamente coi punti omologhi 
M, N ; e perciò le due secanti diverranno tangenti, 5- • 

Aduncpie 1’ una di esse coinciderà colla M P , 1’ altra colla 
N P . Ma il punto del loro concorso non uscirà dalla retta 
C c; dunque essa deve passare per P . 

Ora siippanghiamo projettata la sferoide nella ellisse 
M N « n, 5-53; e le due corde M N, mn siano projezioni di 
due sezioni piane fatte nella superficie di essa . Le due se- 
zioni saranno in una superficie conica , la quale ha il ver- 
tice nel punto della retta C P ove concorrono le due secan- 
ti condotte , una per M, m, l’altra per N, n, e della (jua- 
le ciascun lato sega la superficie sferoidica . Progredendo il 
piano m n verso il piano M N , la detta superficie conica 
trasporterà il suo vertice di mano in mano più vicino al pun- 
to P, e finalmente quando il piano mn cadrà sul piano M N, 
le due sezioni coincideranno , e tutti i lati della superficie 
conica , che prima segavano la superficie sferoidica , diver- 
ranno tangenti, senza che il loro punto comune, cioè il ver- 
tice , cessi di trovarsi nella retta C P . Allora questo punto 
sarà dunque determinato da una sola, qual si voglia, delle 
tangenti predette , che seghi la retta C P ; dunque sarà lo 
stesso punto P , ove ciascheduna delle tangenti M P , P 
incontra la C P . 

Per la qual cosa una superficie conica che abbia il ver- 
tice in P e la base, o direttrice, nella sezione projettata in 
M N , ha .tutti i suoi lati tangenti la superficie sferoidica 
nella sezione medesima . La superficie conica involve dunque 
la sferoidica, e la tocca nell’ellisse che è projettata in MN, 

5- i3i . Estendendo il problema a qualunque superficie 
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nata per la rotazione di una linea di second’ ordine intorno 
al proprio asse , discopresi coi medesimi principj che la li- 
nea di contatto è sempre una linfa di second’ ordine ; e spe- 
cialmente è un circolo se il vertice sia dato nella direzione 
deir asse ; e in tutti gli altri casi un’ ellisse , di cui sarà 
tanto maggiore l’asse principale, quanto meno divergano le 
due tangenti, che dal vertice dato si conducono alla sezione 
fatta nella superficie da un piano che passi pel detto verti- 
ce , e per 1’ asse . 

5 . i3a . Per la dimostrazione ora esposta è indifferente 
che la distanza sia definita tra ’l dato vertice cd il centro, 
o qualunque altro punto della data superficie di rotazione . 
Sarà dunque lecito conchiudere che la detta dimostrazione 
ha luogo ancora quando (juella distanza pongasi infinita, cioè 
la superficie conica divenga cilindrica . 

Perciò la lìnea di contatto fra una superficie generata 
per la rotazione d" una linea di second' ordine in torno al pro- 
prio asse-, ed una superficie conica, o cilindrica, che la involga 
t tocchi, sarà sempre una curva di second’ ordine . Ma si tro- 
verà clic la superficie involvente e tangente essendo cilin- 
drica , la linea di contatto , è un’ ellisse, o un circolo nella 
sferoide , una jiarabola nella conoide parabolica , un’ iperbo- 
le nella conoide iperbolica . (*) 

i33 . Data una superficie che possa essere generata 
da una retta linea ; condurre ad essa un piano tangente che 
passi per un punto dato . 

Pel dato punto si farà passare un piano paralello ad 
uno dei piani coordinati , e sarà determinata 1’ intersecazio- 
ne di esso piano paralello colla data superficie, §§. 4^5 44 
e seg. Se per quel punto medesimo sarà condotta alla delta 
intersecazione una tangente , il piano richiesto verrà deter- 
minato da essa tangente e dalla generatrice che passa pel 


(*) y* Opiuc. cìt. Problema Grafico ec. 
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punto di contatto $. 84 . Secondo le circostanze particolari 
dei problemi , potremo indurre alcune modificazioni in cote- 
sto metodo generale . Se la superficie data sia conica , ed 
abbiavi descritta in un de’ piani coordinati la sua interseca- 
zione con esso S- 4 ^ . si condurrà una retta che passi pel 
vertice e pel punto dato , producendola ad incontrare quel 
piano . Pel punto d’ incontro tirata una retta che sia tan- 
gente r intersecazione del piano colla superficie , in essa 
retta sarà Tintersecazione del piano medesimo con quello che 
si cerca, il quale passerà e per l’accenata tangente, e per la 
generatrice che passa pel punto di contatto ; e quindi an- 
cora per la retta determinata dal vertice e dal punto da- 
to; onde potremo determinare l’intersecazione del piano ri- 
chiesto con qualunque dei due rimanenti piani coordinati , 

seguendo l’insegnamento del §. 3 a 

Che se la data superficie sarà cilindrica , allora è chia- 
ro che dovremo condurre pel punto dato una retta paralella 
alla generatrice, e determinato il suo punto d’ incontro col 
piano coordinato , ove è descritta l’ intersecazione della su- 
perficie , ciò che rimane a compiere la costruzione, proce- 
derà come nel caso precedente . 

Ma di qualunque specie sia la data superficie , fanti sa- 
ranno i piani che soddisfanno alle prescritte condizioni , quan- 
te le tangenti che dal punto dato possono essere condotte 
alla data superficie . 

5. 1 34 . Per due punti dati fuori d’ una superficie cur- 
va , la quale non possa essere generati da una linea retta , 
far passare un piano che tocchi la data superficie . 

In ciascheduno dei dati punti si costituisca il vertice 
tl’ una superficie conica involvente e tangente la superficie 
data . Determinate le due linee di contatto, §. 88 , saranno 
pure determinati i punti comuni ad esse, §. la . 

Per ciascheduno di questi punti, e pei due dati, passerà un 
piano tangente la data superficie , perchè toccherà ambedue 
le superficie coniche, §§.8a, 80. Dalia natura della data su- 

per- 
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perfìcie dipende dunque il numero de’ piani che possono 
soddisfare al quesito . Se quella superfìcie sia generata per 
la rotazione di una curva conica intorno al proprio asse, è 
manifesto , 5- i3i , che le due lince di contatto , segandosi ge- 
neralmente in due punti , due sono ì piani tangenti che 
passano pei due punti proposti . 

5- i35 . Sia data un’ellisse ABC, ovvero un cerchio , Fig. 6a 
e si assegni entro lo spazio ellittico, o circolare, un punto O 
qual si voglia, pel quale siano condotte le corde Aa, B6, Cc, 
e quante altre ci piaccia . Pegli estremi di ciascheduna cor- 
da sian condotte due tangenti , le quali scambievolmente s’ in- 
contrino , come avviene nei punti « , (S , > . Cercasi di che 
specie sarà la linea che passa per que’ punti , e per tutti 
gli altri che possono essere determinati nella medesima ma- 
niera . 

Intenderemo che, per la rotazione della proposta ellisse 
intorno al proprio asse, si generi una superficie sferoidica , 
la quale sarà projettata nella stessa ellisse generatrice ABC, 
sul piano della medesima , 53 . 

In O sarà projettata una retta normale al piano pre- 
detto , c terminata da ambe le parti nella superficie sferoi- 
dica . Nelle corde poi A a , B ^> , Cc saran projettate altret- 
tante sezioni piane della detta superficie . Immaginiamo che 
ciascheduna di queste sezioni sia base d’nna superficie conica 
involventc e tangente la superficie sferoidica . Ciascheduna 
di queste superficie coniche avrà un lato che passerà per un 
punto della superficie sferoidica, projettato in O; e questi lati 
saranno altrettante tangenti della superficie stessa nel mede- 
simo punto, §.88 . Adunque saranno tutte costituito in un 
piano che tocca la superficie sferoidica in quel punto, e tocca 
ad un tempo tutte le superficie coniche , §§.8a, 85. Passa dun- 
que tal piano per tutti i vertici, §. 85 . Ma i vertici sono nei 
punti a, P, y, §. i3o . Adunque debbono trovarsi tanto nel 
piano ABC, quanto nel piano tangente , cioè nell’ inter- 
secazione di questi due piani , che è una retta . 

Parte I. 1 8 
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i35 . Facciasi il medesimo ragionamento sostituendo 
al circolo, o airellisse, qual si voglia delie altre due curve di 
second’ ordine , e si arriverà alla medesima conclusione . A- 
dunque , in generale , se quante corde sì voglia di una cutf 
va di second’ ordine si taglino scambiévolmente in un punto 
comune , e pegU estremi di ciascuna corda sian condotte le 
rispettive tangenti, le quali s’ incontrino, tutti i punti d’in- 
contro saranno in una medesima retta . 

5. 1 36 . Siano proposte due superficie curve, non gene- 
rabili da una retta linea , e sia dato inoltre un punto fuori 
di esse ; si vuol determinare un piano che passi per quel 
punto, e tocchi ambedue le date superficie. 

Nel punto dato si costituisca il vertice comune a due 
superficie coniche , ciascheduna delle quali involga e tocchi 
una delle superficie date, 5- SS • Un piano che tocchi ambe- 
due le superficie coniche , dovrà toccare ancora ambedue le 
superficie date , 5- 82 . Se dunque si descrivano le interseca- 
zioni delle due superficie coniche con uno dei piani coordi- 
nati, o con qualunque altro piano, e si determini una retta 
che sia tangente comune alle due intersecazioni ; il piano 
die passerà per (juesta tangente e pel punto dato , toccherà 
le due superficie' coniche, 85; e per conseguenza ancora le 
due proposte . 

5. 187 . Tanti saranno i piani tangenti quante le tan- 
genti comuni alle due intersecazioni sopra indicate, i36 . 
Adunque se le due superficie siano generate dalla rotazione 
di una linea di second’ ordine, i piani tangenti, che possono 
soddisfare al quesito , saranno quattro , in generale . 

Imperciocché supponghiaino condotto pel punto dato un 
piano che seghi ambedue le superficie; ed è chiaro che un 
piano potrà toccare ambedue le superficie coniche da una 
medesima parte per rispetto al piano secante , ed un altro 
piano potrà toccarle dalla parte opposta alla prima. In oltre 
un terzo piano potrà toccare una delle dette superficie da 
una parte, e l’altra dalla parte opposta, rispetto al piano se- 
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cante ; e allora si dice che il piano tangente le tócca alter- 
namente . Un altro piano tangente si potrà poi condurre in 
senso opposto al precedente , e quest’ ultimo sarà il quarto 
che potrà soddisfare . Si avrà un esempio più facile da con- 
cepire , immaginando che le due sup>eriìcie siano sferiche , o 
sferoidiche . 

i38. Date tre superficie curve, non generabili da 
una retta linea ; si vuol determinare un piano che le tocchi 
tutte tre . 

Nominiamo S,S', S" le date superficie, ed immaginiamo 
generarsi da tre rette tre superficie, ciascheduna delle quali 
involga e tocchi due delle date . Si concepirà la formaaione 
di queste superficie involvcnti , fingendo un sistema di piani 
che seghino due delle date superficie con una data legge ; a 
cagione d’ esempio , passando tutti per una medesima retta 
data , seghino le due superficie S , S' . In ciascun piano in- 
tendiamo condotte due tangenti comuni alle due sezioni , che 
le comprendano nell’ angolo formato da esse , ovvero com- 
prendano una sezione nel detto angolo, e l’altra sezione nell’ 
angolo opposto formato dai loro prolungamenti . Nel primo 
caso si dirà che ciascuna tangente tocca dalle medesime par- 
ti per rispetto al punto in cui concorrono ambedue ; e nel 
secondo caso si dirà che ciascuna tocca alternamente . 

Tutte le tangenti dalle medesime parti appartengono ad 
una superficie involvente e tangente ambedue le superficie 
S , S' dalle medesime parti. Tutte le tangenti alterne appar- 
tengono ad una superficie del pari involvente e tangente lo 
due medesime S , S' , ma alternamente . Ciascuna delle ac- 
cennate tangenti può essere considerata come generatrice della 
rispettiva superficie. Quello che si è detto intorno alla super- 
ficie che involge e tocca le due S, S', dicasi d’ un’ altra che 
involga e tocchi le due S, S", e d’una terza che pure invol- 
ga e tocchi le due S’, S". 

Concepite cosi due delle tre superficie involventi , per 
esempio quella che comprende le due superficie date S, S', 
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e quella che comprende le due S , S" dalle medesime parti , 
è chiaro che nella S verranno determinate le due diverse li- 
nee di contatto colle diverse superficie involventi . Queste 
due linee segandosi, determineranno alcuni punti, per ciasche- 
duno dei quali passerà e la generatrice dell’iina superficie ìn- 
volvente,ela generatrice dell’ altra. Il piano poi, che è de- 
terminato dalle due generatrici, toccherà ambedue le super- 
ficie involventi ; c per conseguenza tutte tre le superficie date . 

Quanti saranno i punti ne’ quali si taglino le due men- 
zionate linee di contatto , tanti saranno i piani tangenti che 
potremo condurre . Dicasi a il numero di questi piani . 

Ora immaginiamo che sussista la prima superfìcie invol- 
vente le due S , S’ ; ma la seconda si cangi in quella che 
tocca alternamente le due S , S” . Si formerà sulla S una 
nuova linea di contatto con questa superficie involvente , e 
nasceranno quindi nuovi punti d’ intersecazione colla prima 
linea di contatto . Per questi punti ancora passeranno altret- 
tanti piani tangenti le tre superficie date, giacché per cia- 
scheduno di essi passa una generatrice della prima superfi- 
cie che involge e tocca dalle medesime parti le due S , S' , 
cd una generatrice dell’ altra superficie che involge e tocca 
alternamente le due S, S". Chiamisi b il numero di questi nuo- 
vi piani tangenti . 

Di nuovo sussista la superficie involvente ora indicata, 
ed immaginiamo quella che involge e tocca dalle medesime 
parti le due S', S" . Nascerà sulla S" una linea di contatto 
colla superficie che involge e tocca alternamente le due S , 
S" , ed una linea di contatto colla superfìcie che involge e 
tocca dalle medesime parti le due S", S'. Pei punti ne’qiiali si 
tagliano queste due linee di contatto verranno determinati, 
come prima, altrettanti nuovi piani tangenti, il numero de’ 
quali si potrà nominare c. ^ 

Cosi proseguendo si conoscerà la moltitudine risultante 
dai numeri a, b, c, ec.j e tale sarà la moltitudine dei pia- 
ni soddisfacenti al quesito . 
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Prendiamo ad esempio tre sfere , e siano projettate nel 
piano de’ loro centri ; onde verranno rappresentate dai circo- 
li massimi corrispondenti s , s". 

Le tangenti dalle medesime parti i due primi circoli s, Fig. 63 
s' concorrano in m ; le alterne si taglino in M . Così le tan- 
genti dalle medesime parti i circoli s", s' concorrano in m’-, 
e le alterne si taglino in M' . Finalmente le dne tangenti 
dalle medesime parti i circoli s concorrano in ni' ; e le 
alterne in M". 

Le superficie che involgono e toccano , a due , a due , le 
date sfere , sono superficie coniche , rette , a base circolare , 
che hanno i loro vertici rispettivi in m, ni, ni', M, M', M", 
tutti nel piano dei centri; e le linee di contatto son tutti 
circoli, coi loro piani perpendicolari al piano dei centri . 

Di questi circoli combinando, a due, a due, quelli che so- 
no in una medesima superficie sferica, si vede che non pos- 
sono tagliarsi che in due punti , uno da una parte del pia- 
no dei centri , ed nn altro dalla parte opposta . Adunque 
nn piano può toccarli ambedue da una parte , ed un altro 
dalla parte opposta . 

Laonde un solo piano può toccare tutte tre le date sfe- 
re da una medesima parte del piano dei centri, ed un altro 
piano può toccarle tutte dalla parte opposta . 

Ma facendosi a considerare, in ciascheduna delle super- 
ficie sferiche, i punti d’ intersecazione fra un circolo di con- 
tatto con una superficie che involge e tocca due sfere dal- 
le medesime parti, ed il circolo di contatto con uiraltra che 
ne involge e tocca due alternamente , si vede che per cia- 
scun vertice M , M', M" jx»sson essere condotti due piani , 
ciascun de’ quali tocchi dalle medesime parti due sfere , e 
due ne tocchi alternamente . 

Perciò sei piani soddisfanno al problema , ciascuno toc- 
cando alternamente due sfere, e due dalle medesime parti ; 
i due altri piani soddisfanno essi pure toccando da una mede- 


Digitized by Google 



i4^ 

sima parte le tre sfere j onde in somma, i piani soddisfacen- 
ti al quesito sono otto . 

Si osservi che i due piani ultimamente indicati dovendo 
passare pei tre vertici dei coni che toccano dalle medesime 
parti le sfere a due a due , questi vertici saranno nell’ in- 
tersecazione dei due piani predetti . Adunque i punti m , 
to', to" sono in una medesima retta . 

Non altrimenti due piani che tocchino due sfere dalle 
medesime partì , e due alternamente, dovendo passare pei ver- 
tici rispettivi de’ coni tangenti, ne segue che due dei tre 
vertici M, M', M" sono in una medesima retta con uno d» 
gli altri TO , to', to". 

CAPITOLO VII.* 

Dei circoli osculatori , 
delle Evolute , e delle Evolventi , 

g. 64 5' 1^9 * II' tina curva piana Q P P' P" ec. sia dato un 

punto P, dal quale parta la tangente T P, e la normale P K, 
indefìnite . Preso nella curva medesima un altro punto L , 
si potrà descrivere un circolo che passi per P ed L, avendo il 
centro nella normale P K . Si potrà concepire inoltre che il 
detto circolo muti continuamente la sua grandezza per mo- 
do , che il punto L , dove si tagliano scambievolmente la 
circonferenza circolare , e la data curva , s’ accosti di mano 
in mano al punto P , fino a tanto che coincida con esso . 
Quel circolo il quale corrisponde a tal condizione si chiama 
circolo osculatore della proposta curva nel dato punto P, co- 
me il suo raggio ed il suo centro chiamansi raggio, e centro 
d’ osculo . 

Coll’ avvicinarsi del punto L al punto P s’ accorda il 
crescere, o lo scemare continuo , del circolo variante . Quand* 
esso diventa osculatore nel primo caso, toccherà la data curva 
esteriormente , cioè l’ arco circolare passerà dentro 1’ angolo 
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Tnistilìneo formato nel supposto punto P dalla curva colla sua 
tangente . Nel secondo caso la circonferenza osculatrice toc- 
cherà la curva interiormente, cioè questa passerà entro Fango- 
Io mistilineo che forma colla tangente la detta circonferen- 
za . Nel primo caso dunque F angolo curvilineo che la cir- 
conferenza osculatrice forma in P colla data curva, è mino- 
re dell’ angolo che ivi forma colla circonferenza medesima 
qualunque altra di quelle che toccano la curva interiormen- 
te ; nel secondo caso poi F angolo curvilineo formato in P 
dalla curva e dalla circonferenza osculatrice è minore dell’ 
angolo che ivi forma colla medesima circonferenza qualunque 
altra di quelle che toccano la curva esteriormente . Quindi 
segue che ninna circonferenza di circolo , tangente la curva 
in P , potrà passare entro F angolo curvilineo ivi formato 
dalla curva colla circonferenza del circolo osculatore ; e per- 
ciò questo circolo sarà sempre o il massimo tra quelli che 
toccano interiormente la curva , o il minimo fra tutti qmlli 
che la toccano esteriormente , 

5. i4o . Attesa F accennata prossimità della curva e 
della circonferenza osculatrice , fu ammessa fra i Geometri 
quella sentenza, che un arco menomo della curva quasi coin~ 
cide coll* arco menomo corrispondente del circolo osculatore , 
o che uno di tali archi può essere preso in iscambio dell’ al- 
tro : espressioni adottate per amore di brevità, ma che non 
possono adeguatamente corrispondere a ciò che si vuole si- 
gnificare . 

Similmente per indicare che la curva , nel dato punto P, 
si accosta alla forma della circonferenza osculatrice più che 
a quella di qualunque altra, che la tocchi nel punto mede- 
simo , si suol dire che la curvatura della detta curva in 
quel punto eguaglia la curvatuia del circolo osculatore ; e 
perciò chiamasi centro, e raggio di curvatura il centro , ed il 
raggio d’ osculo . 

5. 141 • Sia proposta una curva piana C K K' K" , cc„ 
alla quale si assetti un filo, fermo con un suo capo in qual 
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si voglia punto K" della curva stessa, e prolungato in retta 
linea oltre al termine K dell’ arco a cui si assetta , giunga 
coll’ altro capo in un punto P fuori della curva . Se , rimar 
nendo invariabile la lunghezza del filo, conducasi 1’ estremo 
P con moto continuo in P', P" ec. , il detto punto P , che 
rappresenta 1’ estremo mobile del filo , descriverà una curva 
P P P" ec., la qual si chiama evolvente per rispetto alla data 
KK‘K"ec., cui s’attribuisce il nome correlativo di evoluta. 

Egli è manifesto , 5- i® parti rettilinee del filo 

P K , P' K', P" K" ec. saranno tangenti la menzionata evolu- 
ta ne’ rispettivi punti K, K', K" ec.; ed in oltre che la dif- 
ferenza fra le PK P'K', eguaglierà l’arco KK' dell’evoluta da 
esse intercetto; così la differenza tra le P' K', P" K" eguaglie- 
rà r arco K’ K", ec. 

Sia prodotta la P K ad incontrare in O la P' K' ; e col 
centro K, e coll’intervallo K P, sia descritto un arco di cir- 
colo P p, quanto breve si voglia, ed un altro P n sia descrit- 
to col centro O, e coll’intervallo OP. Inoltre pel punto p 
s’ intenda condotta una tangente p i all’ evoluta in i , e si 
congiungano i punti K, i con una retta K i . 

Da quanto abbiamo già osservato si conclude che, fatta 
la lunghezza i m eguale alla retta P K insieme coll’ arco 
K i , sarà m nella curva evolvente P P' P" ec. Essendo 
poi la corda K i minore dell’ arco ad essa corrispondente , 
sarà la retta ì m maggiore delle due P K , K i insieme pre- 
se , cioè delle due /;K,.Kj, le quali superano la pi-, dun- 
que sarà i m maggiore di /> : ; e quindi 1’ arco circolare P p 
è intcriore per rispetto all’ evolvente . 

Ora essendo le due rette KO, OK', insieme prese, mag- 
giori dell’arco K K', saranno le due PO, OK', prese insie- 
me , maggiori della P K insieme coll’ arco K K', cioè mag- 
giori della retta K’P'; e quindi, tolta la parte comune OK', 
rimarrà PO maggiore di OP', cioè a dire 0« maggiore di 
O P' ; onde il punto n , per quanto riesca vicino al punto P, 
sarà sempre esteriore per rispetto alla curva evolvente PPT- 

ec. 
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ec. PeV conseguenza esteriore sarà pure Pareo circolare P ra. 
Si dimostra poi facilmente, posta la PT normale 

in P alla P K, come è tangetite comune ai due archi circo- 
lari P«, ^ }> , così tocca pure la data curva evolvente nel 
medesimo punto P . 

ISIa accostandosi Ìl punto 0 al punto K , ancora il cir- 
colo dal centro 0 , e dal raggio O P , si accosta al circolo 
descritto col centro K, e col raggio K P , il quale fu dimo- 
strato interiore ; dunque esso è limite di tutti i circoli de- 
scritti col centro variante O, e col raggio pure variante OP, 
i quali furono dimostrati esterni . Per la qual cosa il detto 
circolo dal centro K, e dal raggio K P è osculatore in P; K 
è dunque il centro tV osculo relativo al punto P dell’ evol- 
vente PP'P"ec., e KP è il corrispondente raggio . 

Nel modo stesso dimostrasi che ogni punto deirevolnta 
è nn centro d’ osculo per rispetto all’evolvente; onde segno 
che la tangente dell’ evoluta 7 intercetta fra U punto di con- 
tatto e l’evolvente , è il raggio osculatore corrispondente al 
punto del suo incontro coll’evolvente medesima, ed è sem- 
pre ad essa normale . 

Dum[ne tutte le normali dell’ evolvente toccano V evolu- 
ta , cd i punti di contatto sono i relativi centri d' osculo . 

5- 142 • Se dunque una curva piana qualsivoglia sia 
considerala come un’ evolvente , la sua evoluta nel piano 
medesimo verrà dcleiminata dalle norniuli della detta evol- 
vente , alle quali tutte dev’essere tangente la cercata evo- 
luta ; ovvero questa sarà generata dal movimento di un cen- 
tro d’ oscillo , come a cagione d’ esempio K , il quale scorra 
per le posizioni di tutti gli altri centri d’ osculo consecuti- 
vi , spettanti alla data evolvente PP'P" ec- 

Da ciò si manifesta un metodo facile per costruire mec- 
canicamente l’evoluta d’iina data curva piana. In fatti con- 
duciamo alquante normali alla proposta evolvente, produ- 
cendole a segarsi consecutivamente . Esse formeranno un 
contorno rettilineo, a tulli i lati del quale dev’essere tan- 

Pnrte T. iq 
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gente 1’ eiroluta che vogliamo descrivere . Perciò sè adat- 
teremo un regolo uniformemente flessibile , per modo che 
tocchi tutti i descritti lati rettilinei , si curverà prossima- 
mente secondo la forma che deve aver 1’ evoluta , in cui 
vece potrà servire, negli usi pratici, la linea descritta dallo 
spigolo del regolo così curvato . 

, 5* • Se nella data evolvente i raggi osculatori cre- 

scano continuamente da un punto ad un altro , dal quale poi 
con ordine retrogrado vadano scemando, o pure scemino da 
un punto ad un altro , d’onde poscia prendano a crescere, 
l’ evoluta non progredirà col medesimo ramo oltre al centro 
del massimo , o del minimo circolo osculatore ; ma da quel 
centro moverà un altro ramo distinto dui primo , e proce- 
dente dalla parte opposta della tangente comune ai due ra- 
mi, ma dalla medesima parte per rispetto alla comune nor- 
male . Ossei-viamone un esempio . 

Fig. 65 Sia l’ellisse apolloniana p p" p"' nella quale de- 
scriviamo l’asse maggiore P P"V, ed il minore P” P'"; onde 
sarà divisa la curva ne’quattro archi eguali e simili P'P'’, PP", 
P"' P'% P'® P . Per un punto P' dell’arco P P" sia condotta la 
normale P'K', producendola finché incontri ambedue le PK, 
P"K”, che sono pure normali . Similmente possiamo iniina- 
ginare un’altra normale intermedia alle due PK,P'K', come 
pure una fra le due P'K', P"K’'; e cosi dicasi di qtiante al- 
tre normali si voglia . Dovendo 1’ evoluta essere tangente a 
tutte le dette normali , prenderà la forma della curva 
K K' K", che tocca le tre PK , P'K', P"K", 

' Ora se descriveremo un sistema simile di normali rela- 
tivo al susseguente arco P"P'", il secondo ramo dell’evolu- 
ta rappresentato in K"«'K'", che deve toccare tutte coleste 
normali, sarà manifestamente eguale e simile al primo ramo 
KK'K"; ma procederà dall’altra parte della comune tangen- 
te P" K", e dalle medesime parti per rispetto alla comune 
normale in K". 

In simil guisa ragionando sugli archi consecutivi P"'P", 
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P'* P , si vede manifesto essere composta l’ evoluta di quat- 
tro rami eguali e simili , per essere eguali e simili fra lo- 
ro i quattro archi corrispondenti dell’ ellisse proposta come 
evolvente . Quel punto ove cessa un ramo dell’ evoluta , 
e ])riiicipiu il ramo contiguo , chiamasi punto di regresso . 

5. 144 • Ritorniamo all’ idea del filo , che svolgendosi 
dall’ evoluta , si distende in retta linea sempre tangente 
r evoluta medesima , e normale all’ evolvente » 141 ? o al 

- contrario essendo disteso in retta linea si avvolge all’evolu- 
ta . Ogni punto del detto filo descriverà una curva evolven- 
te paralclla alla prima .-La. medesima «voluta può dunque 
avere un numero- indefinito di evolventi . -Sjt*’ 

Qui poi si osservi comò dalla posisione dei punto de- 
scrittore , assegnabile nel filo , dipende la forma dell’ cvoIt 
venie che deve descrivere . Nell’ addotta esempio dell’ ellis- 
se assegniamo in n quel punto descrittore. La nuova evol- 
vente potrà essere rappr e se n t a ta -dalla omva n n' H" ec., non 
interrotta da punti di regresso , chiusa , e divisa in quattro 
archi eguali e slmili fra loro per mezzo dei due assi el- 
littici , prolungati quanto è mestieri . Una curva parimenti 
chiusa , senza punti di regresso , e divisa in quattro archi 
eguali e fra loro simili, si descriverà da un altro punto ;»■ as- 
segnato nel filo entro lo spazio compreso dalla data ellisse; 
purché la distanza del detto punto t dal corrispondente pun- 
to di contatto K', cioè la lunghezza wK', non sia minore 
dell’arco K K' . Ma se vorremo considei-are l’evolvente de- 
scritta dal punto y , la cui distanza j. K’ dal punto di con- 
tatto K' sia minore dell’arco K K’ , vedremo che la curva 
descritta dal punto y deve incontrare l’evoluta in un punto 
(J-, ove cade il punto j, , se il filo avvolgasi all’ evoluta stes- 
sa , o d’ onde parte se da quella si svolga . Supponghiaui 
prima che si svolga , avendo un estremo fermo in K" . Per- 
venuto il punto descrittore nella retta K^K'”, e per conse- 
cnenza disteso in essa il filo che stava assettato all’arco 
K Iv' , sarà descritto l’arco /S fi dell’’ evolvente . Progredisca 

K. 
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alloja il nominato punto clesrritforR vorso ; mentre il filo 
s’avvolge all’ arco K"t', si flescriverà T arco |3‘ »' dell’ evol- 
vente . Fingiamo che il prolungamento del filo oltre t si 
adatti all’ arco t K'" , e l'ermi un suo estremo in K"' ; po- 
scia movendo il punto ♦' verso « , sicché il filo che svolgesi 
dall’ arco t K'" si distenda successivamente in retta linea , 
quel punto descrittore che si parte da ov’ era prima per- 
venuto , e va a cadere iii f sul terzo ramo K'" K'” dell’ evo- 
luta , descriverà 1’ arco t' « dell’evolvente. In modo analogo 
saranno descritti i rami « i quali compiscono l’in- 

tera evolvente , che avrà quattro punti di regresso , t' , 
t ì e quattro distinti rami, non tutti eguali e simili fra 
loro ; ma soltanto a due a dm; , come bastevolinente si fa 
chiaro per ciò che abbiamo ragionato sulla proposta fi- 
gura 65 . 

145 . Questi , ed altri molti accidenti delle curve 
somministrano copioso ed utile argomento di contemplazio- 
ne ai Geometri ; ma le cose dichiarate fino ad ora, e ciò 
che resta a dire in' questo capitolo , per quanto spetta alla 
Geometria astratta, a questo fine principalmente è ordinato, 
cioè di stal)ilir con cliiarezza tpiei princi|)j , dai quali par- 
tendo , si progredisce col soccorso del calcolo aH’analisi più 
interna delle linee, e delle superficie curve, senza intrude- 
re idee di infiniti o di infinitesimi , non comode all’ intel- 
letto, e non sempre opportunamente adoperate dagli autori. 

5 . 146 * Intanto osserviamo come a qualuncpic data cur- 
va piana si conduca la normale che passa per un punto dato 
fuori di essa. Imperciocché , data la curva , si potrà descri- 
vere nel medesimo piano la sua evoluta, o coi metodi in- 
segnati dalla Geometria sublime, se il problema dimandi 
rigor matematico, o col metodo approssimativo indicato nel 
§. i4a, se trattisi di operazioni meccaniclie . Descritta l'evo- 
luta, si determina la sua tangente che passi pel punto dato; 
e ejiresta sari la cercata normale , 5- 14‘ • Laonde, è chiaro che 
il problema in cui si propone di condurre una tangente ad 
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tuia data curva da qual sì voglia dato punto fuori eli es- 
sa , contiene implicito ancora l’altro del quale or abbiam da- 
ta la risoluzione. 

Ma vtiolsi avvertire che assai volte non è possibile il 
problema . Imperciocché quando il dato punto è posto in 
guisa che per esso condur non si possa una tangente all’evolu- 
ta, allora non si jtotrà nemmeno condurre una normale all’ 
evolvente . Se per ragion d’ esempio 1 ’ evoluta fosse un cir- 
colo , ed ancora mi’ ellisse, una parabola ec. , per un pun- 
to dato entro lo spazio che si termina daJl’evoluta non po- 
trà mai passare ima tangente ad essa . 

§. 147. SnU’evoluta GKK'K” ec. immaginiamo eretta una Fìg, 64 
snjiertìcie cilindrica, perpendicolare al piano in cui sono de- 
scritte e la detta evoluta , e la sua evolvente Q L P P' ec. 

Normale a cotesto piano intendiamone condotto un altro 
per la tangente P K . Fatto poscia eseguire dal filo , che si 
rappresenta- in PICK'K", quel Tnortmento. ..che fu definito 
nel §. i 4 i , fingiamo che porti seco 1’ indicato piano , sem- 
pre normale a quello delle due curve . È chiaro che quel 
piano toccherà sempre la superficie cilindrica in una retta 
insistente sul punto, ove la tangente mobile P K toccherà 
l’evoluta; di maniera che, pervenuta la PK nella posizio- 
ne P' K' , e toccando l’evoluta in K', il piano mobile toc- ■> 
dierà la superficie cilindrica in tuia retta insistente sul pun- 
to K', normale al piano delle due curve, evoluta, ed evol- 
vente . Ora immaginiamo che nel detto piano mobile, quan- 
do ti trova nella posizione PK, si adatti un filo, teso, ed 
invariabile nella sua Innghezza , ap|nccato con P un de’ suoi 
capi al piano delle due curve in P , e coll’ altro al piano 
mobile stesso in un punto qual si voglia della retta ove gia- 
ce disteso in quel piano. Passando il piano mobile dalla po- 
sizione P K alla P' K’ , r quindi alla consecutiva P" K" ec._, 
il filo verrà obbligato ad abbandonare il piano per applicar- 
si alla superficie cilindrica, intorno alla quale s’aggira il 
piano stesso . È poi dimostrato , Sq che la linea secondo 
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la quale s’applica il filo a quella superficie cilindrica è un’ 
elica ; e perciò , se tanto si mova il piano quant’ è mestie- 
ri , perche il capo dei filo fermo in esso portisi sulla detta 
superficie cilindrica; poscia, fermo in essa quel capo, e te- 
nendo il filo sempre teso in retta linea , si spinga l' altro 
capo da P in P', P ' ec. , il filo svolgendosi stenderassi con- 
tinuamente in retta linea , sempre tangente 1’ elica , ed il 
suo estremo P descriverà frattanto P evolvente P P' P" ec. 

Dunque la menzionata elica sarà un’ evoluta della cur- 
va P P' P’’ec., 5. i4i, della quale nel modo stesso possiamo 
descrivere quante altre evolute ci piaccia , costituite tutte 
nella medesima superficie cilindrica . Perciò una curva pia- 
na avrà una sola evoluta piana ; ma potrà averne infinite 
altre, tutte di forma elicoidica , e costituite in una medesi- 
ma superficie cilindrica , perpendicolare al plano della curva 
data, e contenente tutti gli assi dei circoli osculatori 

Laonde questa superficie potrà cliiamarsi a ragione su- 
perficie degli assi , ed ancora superficie delle evolute . 

§. 148 . Intorno alle curve dotate di doppia curvatu- 
ra , esaminiamo come seguendo il principio stabilito nel 
5. i3q, si determini il circolo osculatore spettante ad un 
dato punto in una data curva di questo genere . 

. Intendiamo condotta pel dato punto la relativa tangen- 
te, ed un piano esteso indefinitamente, ad essa normale. 
Preso ad arbitrio nella curva un altro punto , cui nomine- 
remo L , si potrà sempre descrivere un circolo che abbia 
il centro nel piano normale , la tangente comune colla cm- 
va , e la seghi nel punto L . Possiamo ancora supporre che 
il circolo varii continuamente , per modo che il punto L 
s’ accosti di mano in mano al punto di contatto , e final- 
mente coincida con esso . Allora il circolo si chiamerà oscu- 
latore . Prima d’ ogni altra cosa osserviamo che accostan- 
dosi il punto L al punto di contatto , scema corrisponden- 
temente r angolo diedro formato dal piano tangenziale , 5- ^7) 
con quello del circolo variante , e fiualmeutc cotesto piani» 
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coincide col piano tangenziale , quando il circolo diviene 
osculatore . 

§. i4o • Dimostreremo die /a curva proposta, e la sua 
proiezione descritta sul piano tangenziale relativo ad un da- 
to punto qual sì voglia di essa , hanno comune in quel pun- 
to il circolo osculatore . 

In fatti sia QIA projezione della curva data, sul pia- Fig. GG 
no tangenziale relativo al punto A , che è comune alla cur- 
va stessa, ed alla detta projezione . Sia la retta AT tangen- 
te comune in A; e pongasi l projezione del punto variante 
nominato L , 148 , dove abbiamo supposto che il circolo , 

pure variante , seghi la curva obbiettiva . La projezione del 
centro di cotesto circolo si troverà sempre nella retta inde- 
liiiita A 0 , posta normale in A alla T A , nel piano Q T A . 

La projezione poi del circolo stesso sarà sempre un’ellisse tan- 
gente in A, «■ secante in I la projezione Q/A della data 
curva obbiettiva; c l’asse minore dP cÒtest««Uisse sarà nel- 
la retta A 0 . 

Osserviamo che il circolo osculatore dell’ ellisse in A 
deve contenere tutta l’ellisse stessa, §§. i43 , 14 * 5 c per- 
ciò un circolo che tocchi in A , e seghi in l tanto la data 
ellisse , quanto la curva l A , deve avere il suo centro po- 
sto sempre fra ’l centro dell’ ellisse, e quello del suo circo- 
lo osculatore in A . Rappresentiamo in r il primo , in o il 
secondo dei menzionati centri , ed in r quello che dev’ es- 
sere sempre intermedio. Avvicinandosi il punto L, e per 
conseguenza ancora la sua projezione / , al medesimo punto 
A , scema corrispondentemente , come abbiamo osservato , 
r angolo diedro che forma il piano del circolo variante col 
piano tangenziale , ove è descritta la projezione della cur- 
va obbiettiva, e quella del circolo stesso , cioè l’ellisse so- 
pra indicata . Laonde colla medesima progressione scema la 
differenza fra gli assi di essa , e la distanza dei due punti r, 0 ; 
finebè «juesta divien nulla, quando il circolo variante diviene 
osculatore , coincidendo allora il suo piano col piano taii- 
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genzialc , §. • Adunque deve coincidere nel inèdesìmo 

luogo il pillilo / coi due punti r,o; c per conseguenza coin- 
cideranno in uno, e il circolo osculatore della curva data, 
5. 148, e quello della sua projezione Q / A, i 3 q, come si 
doveva dimostrare . 

5. iSo . La. retta in cui si tagliano scambievolmente 
due piani normali ad una curva di doppia curvatura , s’ ac~ 
costa indefinitamente alV asse d’ un circolo osculatore , quan~ 
to è più breve l’ arco della curva intercetto dui due piani 
normali . 

Nominiamo A , B i due punti , ne’ <|iiali è terminato 
rateo proposto. Per essi intendiamo condotte ,le tangenti 
rispettive , ed ancora la corda die li eotigiunge , la quale 
sia divisa per mozzo in un punto . Cliiameremo ]M cotesto 
punto ; c per esso fingasi coudotto uu piauo normale alla 
corda . 

Si cliiami P quella retta in cui si tagliano scambievol- 
mente il piano normale alla curva in A, c l’altro normale 
alla corda in M. Similmente si chiami P’ la retta in cui sì 
tagliano esso piano normale alla corda , e quello normale 
alla curva in B. Da ultimo chiamisi P" l’ ìutersecazioue dei 
due piaui normali alla ciuTa in A , e B . 

Le accennate rette P , P' , P" dcbhono incontrarsi in 
un punto comune ai tre piani, i quali formeranno in quel 
punto nn angolo solido triedro ^ 

L’angolo piano compreso dalle due rette P. P' eguaglie- 
rà quello che misura l’ inclinazione scambievole dei due piar- 
ni , uno dei quali è determinato dalla tangente in A , e- 
dalla corda AB,, l’altro è determinato dalla tangente in B, 
e dalla corda stessa , §. 4 o- 

Quell’angolo delle due P, P' potrà dunque essere mino- 
re di qualunque asscgualólo ; giacché , accostandosi indefi- 
nitamente i due punti A, B, si può rendere piccola quante» 
si voglia l’ inclinazione dei due pi.ini predetti . 

L’arco della curva può sempre essere cosi breve, citc- 

r an- 
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V angolo diedro formato da ciasclieduno dei due piani normali 
in A, e B col terzo, normale alla corda in M, sia acuto, e mi- 
nore di qualunque assegnabile ; giacché Siirà sempre eguale 
a quello che si comprende dalla corda e dalla tangente, §. 40 , 
Per conseguenza Pangolo diedro formato dai due piani 
nortnali alla curva in A , e B , ed opposto al piano che è 
normale alla corda in M sarà ottuso, e didereute da due 
retti quanto poco si voglia , 5. 1 la .. 

Adunque scemando l’ arco A B, sr potrà rendere mino- 
re di qualumjue assegnabile ci-ascmio degli angoli piani com- 
presi dalle rette P, P', P" nel punto comune a tutte e tre. 

Laonde esse rette dovranno coincidere in una medesi- 
ma , ([itando coincidano i due punti A , B . 

Ma la P è P asse d’ un circolo che tocca in A , e sega 
ili B la curva proposta ; siccome la P' è P asse d’ iin circo- 
lo die tocca in B , e sega in A la curva stessi . 

Ciascheduno di questi ciccoli a accosta iiulefmitamcnte 
ad un circolo osculatore, e j>erciò i loro assi àCcostonsi an- 
eli’ essi indefinitamente all’ asse del detto circolo osculato- 
re ; col quale devono per conseguenza coincidere , quando 
coincidano insieme i due punti A, B. 

Adunque coll’ asse di quel circolo osculatore coincide 
allora anche la retta P" , clic è quella in cui si tagliano i 
due piani normali alia curva , 

5. i 5 i . Se la curva proposta sia divisa in parti , di 
mimei’o iudefinito, le quali corrispondansi fra loro con qual- 
che legge, come a engion d’esempio siano tutte eguali; e 
pei jHiiuL delle divisioni si conducano poscia altrettanti pia- 
ni normali alla ctirva, cotesti piani si taglieranno consecu- 
tivaiirentc- ;■ c le porzioni di essi piani che rimarranno in- 
tcrcette fra le consecutive intersecazioni, Gostitiriranno-una 
superficie poliedrica, la quale si accosterà tanto più ad una 
superficie continua , quanto maggiore sarà il numero di es- 
se faccie , C' minor l’angolo che formano i due lati, dai 
quali ciascheduna è terminata cioè quanto maggiore sar 
Parte 20 
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Tà il numero delle parti , nelle quali è divìsa la data 
curva . 

Imperciocché fingiamo che due piani normali alla cur- 
va debbano contemporaneamente scorrere lungo di essa con 
moto continuo e con questa condizione, che l’arco della 
curva intercetto da cotesti piani normali sia sempre eguale 
ad uno di quelli , ne’ quali è stata divisa essa curva. L’in- 
tersecazione dei due piani normali seguirà il movimento con- 
tinuo di essi piani ; e perciò descriverà nello spazio una su- 
perficie continua . Ma la detta intersecazione coinciderà suc- 
cessivamente con tutte le intersecazioni di que' piani che 
supponghiamo condotti normali alla curva stessa per tutti 
i punti delle sue divisioni . Adunque le dette intersecazio- 
ni trovansi tutte costituite in una superficie continua , ge- 
nerata dalla retta in cui sì tagliano i due piani normali, sup- 
posti mobili lungo la curva . 

Questa superficie continua è dunque circoscritta alla su- 
perfìcie poliedrica che si forma da tutti i piani normali . 

Ma quanto sarà maggiore il numero delle parti , nelle 
quali è divisa la curva , tanto più prossimi saranno ì piani 
normali, e tanto più piccoli saranno gli angoli formati da- 
gli spigoli consecutivi della superficie poliedrica , cioè dai 
due lati di ciascheduna delle suefaccie. Laonde colTordine 
sopraddetto si accosterà tanto più essa superficie poliedrica 
alla superficie continua che la circoscriva . 

5-i5a. Se una retta si mova nello spazio con questa 
legge che debba sempre trovarsi normale al piano d’ un cir- 
colo osculatore della curva data , e passare pel centro di 
esso circolo , descriverà una superficie continua, contenen- 
te tutti gli assi dei circoli osculatori che spettano alla cur- 
va predetta . 

E poiché ogni spigolo della superficie poliedrica supe- 
riormente descritta, §. i5i , si può accostare oltre ogni me- 
noma differenza assegnabile all’asse d’un circolo osculato- 
re , ne segue che la superficie continua circoscritta ad essa 
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superficie poliedrica» potrà indefinitameiite accostarsi alla 
superficie degli assi . Questa superficie è dunque limite del- 
le superficie poliedriche , le quali si possono generare nel- 
la maniera già indicata , ed è pur limite delle superficie 
continue ad esse circoscritte . 

Oltre di che, il piano in cui giace una faccia delT ac- 
cennata superficie poliedrica si accosta indefinitamente ad 
un piano che tocca la superficie continua circoscritta, quan- 
to più la detta superficie poliedrica si accosta alla corri- 
spondente superficie circoscritta , cioè quanto sono fra loro 
più prossimi i piani normali alla curva data , 8a , 84 - 
Adunque la superficie circoscritta è tale che si può acco- 
stare oltre ogni menoma differenza assegnabile ad una su- 
perficie continua tangente tutti i piani condotti normali al- 
la curva data . 

Ma fu mostrato che la superficie degli assi è limite del- 
le superficie continue circoscritte alle supri'fiuic poliedriche 
sovraccennate ; dunque la detta superficie degli assi tocca 
tutti i piani normali alla curva data . 

i53 . Se nella superficie degli assi trovisi descritta 
una curva tale che tutte le sue t;uigenti incontrino la cur- 
va data, quella prima curva sarà evoluta di questa seconda. 

Si rappresenti in p p' p" ec. la data curva, ed in c c'c" ec. Fig^ Ù 7 
la cur\'a descritta nella superficie degli assi , le cui tangen- 
ti cp , c'p ' , c"p" ec. incontrino rispettivamente in p , p"^, p" , 
la cuiTa p p' p" ec. Dico che la curva cc'c" ec. è un’ 
evoluta della curva pp'p” ec. ; cioè che un filo applicato al- 
la curva cc'c''ec. , e fermo con un estremo in un punto 
qual si voglia c" di essa, se prolunghisi nella direzione della 
tangente c/j , si che incontri coll’ altrO' estremo la data cur- 
va nel punto p , svolgendosi poscia dalla curva cc'c" in gui- 
sa die la parte di esso filo , la quale stendesi successivauioiv 
te in retta linea , si trovi sempre iifr direzione d’ una tan- 
gente della curva cc'c'ec., il punto p descriverà la curva 
ppp" ec. 
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Imperciocché osserviamo prima che tutte le tangenti 
della curva cc'c’ec. sono costituite in una superficie con- 
tinua , cui sarà lecito indicare per era col uome di superfi- 
cie delle tangenti . 

In secondo luogo vuoisi notare che ogni tangente p c , 
p' c' , p" p" ec. , essendo costituita in un piano normale alla 
curva p p’ p" Kc. , i5a, incontra ad angoli retti la stessa 
■(jurva pp'p"cc. 

Ciò posto, iimitiaino T atteiwione ad una sola parte 
della superficie delle tangenti , cioè a quella che è termina- 
ta dai due archi pp' p" » cc'c", e dalle due tangenti cp, 
■c p . 

Supponendo diviso in parti con qualche li^ge l’ arco 
c c' c" ec., e condotte le tangenti rispettive pei punti delle 
divisioni, verranno determinati i punti correlativi j», ec. 
nella curva data . 

Siano condotte le corde />/»', p' p'\ ec. , e le correlati- 
ve c c', c' c" ec. , come pure le rette p’ c , p” c' ec. 

Coi triangoli pcp',p’cc' c p' p" , p" c' c" ■ec. verrà for- 
mata una superficie poliedrica inscritta nella su{)erficie del- 
le tangenti . 

Ora sripponghiamo che la faccia triangolare pp c, ro- 
tando intorno al lato // c , come suo asse , venga a porsi 
per diritto colla susseguente faccia p' cc'-, il sistema .di que- 
ste due facete distese in uu medesiimi piano , rotando in- 
torno alla retta p' c', venga a porsi per diritto con la terza 
faccia p’ ■€ p" i e cosi di mano in mano tutta la sii|mrficie 
poliedrica stendasi in un piano, come si mostra nella figu- 
ra PP'P"C''C’C, ove il contorno rettilineo PP'P" rap|>resen- 
ta quello che è notato dalle minori lettere cognomini 
e giace inscritto nella data curva ; il contorno C C’C" raj>- 
presenta 1’ altro cc'c"; le rette PC, P'C, P''C" rappresenta- 
no rispettivamente le tingenti pc-,p'e\p''(:' . 

Poiché la serie dei punti c,c', c"ec. è determinata con 
una legge, dalla quale pure deriva una legge che determluA 
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la s«rie de’ punti correlativi 77, ec., ne segue che suc- 
cedonsi con una legge i punti C,C', C'ec., e con una leg- 
ge dipendente da questa succedonsi pure i punti correlativi 
P , P', P" ec. 

Adunque una curva potrà passare per tutti i punti 
C , C, C", ed un’ altra curva passar potrà pei punti P,P', P" ec. . 

Oltre a ciò , quanto maggiore sarà il numero de’ lati 
inscritti cc,c'c"ec., e minore la lunghezza di ciascheduno, 
tanto più il poligono rettilineo cc'^r" ec. si accosterà alla cur- 
va cc'c"ec.; e coll’ordine medesimo tanto più il poligono 
rettilineo C C’ G" ec. si accosterà alla curva che puot’ essere 
ad esso circoscritta , 

Similmente si conchiude che coll’ ordine medesimo il 
poligono pp'p'ec. può indefinitamente accostarsi alla cur- 
va data pp p" ec., come il corrispondente poligono PP'P"ec. 
si può accostare alla curva circoscritta ad esso . 

Adunque i poligoni che possiamo ~drrrriiii come il 

poligono PP'P"ec. , si accosteranno, oltre ogni menoma dif- 
ferenza assegmdiile , ad una curva continua , che sarà limi- 
te di essi, mentre i poligoni corrispondenti determinati co- 
me il poligono p p' p" ec. si accostano indefinitamente alla 
curva data pp'p''ec., che è il loro limite. 

Nun altrimenti i poligoni determinati come il poligono 
CC'C"ec. si accosteranno coll’ordine medesimo ad una cur- 
va, che sarà limite di essi , mentre i poligoni corrisponden- 
ti, determinati come il ])oligono c c' c'ec., si accosteranno 
alla curva c c' c" ec. , la quale è loro Jimitè . 

Ma poiché il poligono PP'P"ec. è sempre eguale al suo 
corrispondente poligono p p' p” ec. , per ([uanto siano molti- 
plicati i lati dell’ uno c dell’altro ; e nel tempo stesso H 
poligono C C' C" ec. eguaglia sempre il suo corrispondente 
cc’c'ec. , ancoia i limiti rispettivi de’ menzionati poligoni 
■dovranno essere eguali; cioè la curva limite dei poligoni 
■C C' C" ec. eguaglierà la curva cc'c" cc. che è limite dei 
corrispotidenti poligoni cc'c"cc.; come la curva limite dei 
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poligoni PP’P"ec. egnaglierà la curva data pp' p'ec. , eh© 
è limite dei corrispondenti poligoni pp p" ec^ 

In oltre, supponendo descritta la curva continua CC'C'ec.,, 
quanto sarà più breve il lato C C’ tanto minore sarà T ango- 
Io CC’P’, che eguaglia sempre il corrispondente c c'/>' ; e 
quindi esso lato si accosterà indehiiitamente alla retta C'P', 
e nel tempo stesso si accosterà alla tangente in C . Adun- 
que la retta P' C si accosta oltre ogni menoma differenza 
assegnabile alla tangente in C della curva cirt-oscrltta ad 
un poligono. CC'C"; e similmente si concluderà delle altre 
rette omologhe alla P’C', come le PC, P" C", ec. 

Perciò le rette P C , P C, P” C", nelle (piali cadono, le 
corrispondenti pc^p c\ p" c' , quando la superficie poliedrica 
stendasi in un piano , possono indefinitamente accostarsi ad 
altrettante tangenti della curva che è limite dei poligoni 
C C' C" ec. , giacché ad essa curva si può accostare indefinita- 
mente un poligono CC'C”’, e la curva ad esso circoscritta . 

Ora dimostreremo che quelle medesime tangenti sono, 
noimali alla curva- limite dei poligoni P P' P" ec- 

Imperciocché fingiamo condotti pei punti /i, //, p" ec.. 
altrettanti piani rispettivamente normali alle rette pc.,p' c', 
p" c" ec. 

L’ intersecazione del piano normale- alla pc col piano, 
della faccia pcp', sarà una retta perpendicolare alla pc\. lo; 
intersecazioni del piano normale alla p’" c*" coi piani dello 
due faccie p’ cc', c’ p‘ p" saranno perpendicolari, alla p' c i 
e cosi di mano in mano .. 

Rappresentiamo nella PQ la prima- delle suddette- in- 
tersecazioni ; nelle P’ Q , P’ Q' le due susseguenti j e cosi 
in seguita . È chiaro che sarà la PQ normale alla C P ; lo 
due P'Q, P' Q’ saranno normali alla C' P', e costituiranno- 
una retta sola ; la P" Q' sarà normale alla C'P"', ec. 

Moltiplicando il numero de’ Iati PP*, P* P" ec., e sce- 
mando nel tempo stesso la lunghezza di ciascheduno , sce-- 
ma per conseguenza ciascuno degli angoli QPF,QP P-, 
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Q> p» pn^ p" p> ^ jI ppt g> indefiHita- 

nieiite alla PQ; il lato P' P" accostasi alla P'Q' ec. Ma nel 
tempo stesso accostasi indefinitamente il lato PP' alla tan- 
gente in P della curva circoscritta al poligono PP P"ec .5 
cosi il lato P' P" si accosta alla tangente in P' della curva 
stessa. Adunque le PQ, P'Q', P"Q" si accostano indefini- 
tamente ad altrettante tangenti della -curva che è limite dei 
poligoni PP’P"ec., coll’ordine medesimo con cui s’ accosta- 
no le P G -, P' C', P" C" ad altrettante tangenti della curva 
che è limite dei poligoni GC'C" ec. , 5- • 

Quindi concludiamo «he le tangenti di questa curva 
sono normali all’altra precedentemente nominata ; e per- 
ciò la curva limite dei poligoni C G' G” ec. è evoluta della 
curva limite dei poligoni P P’ P" ec. 

Laonde un filo applicato alla prima delle dette curve -, 
ferino con un estremo in C", e prodotto secondo la tangen- 
te G P ad incontrare l' altra curva in. P , se poi si svolga 
stendendolo sempre in direzione tangente là pThm curva , 
descriverà la seconda con l’estremo P; cioè la parte di es- 
so filo che stendesi in retta linea, prenderà successivamen- 
te tutte le lungltezze P' G', P", C" ec., eguali rispettivamen- 
te alle p c\p" c" ec. 

Ma la parte del filo che s’ applica alla curva C C' C" 
eguaglia in lunghezza la curva cc'c" : giacché ad essa è 
uguale la G C' C" ; e la parte del filo stesso che è distesa 
sulla GP eguaglia la lunghezza -c/> ; giacché eguali pur so- 
no le due rette G P., cp. Adunque avvolto un filo alla cur- 
va cc'c", fermo con un estremo in c", e prodotto nella di- 
rezione tangente c/7, finché incontri in p la data curva 
PP'P" ec., se poi si svolga , stendendolo sempre in direzio- 
ne tangente la curva c c' c" ec. , acquisterà di mano in ma- 
no, colla sua parte distesa in retta linea, le successive lun- 
ghezze c/7, c'/v, c" p" <, ec., cioè descriverà coll’ estremo 
la curva proposta p p' p" gc. Adunque la curva cc'c'ec. 
«voluta della pjf p” gc. 
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5.154. 11 filo che svolgesi co» moto contìnuo dall* 
evoluta cc'c"ec. descrive, o genera una superficie conti» 
Bua , mentre ogni punto assegnabile iji esso descrive ima 
curva paralella alla data pp'j}" ec... 

Di tutte le curve così descritte è dunque evoluta co» 
mime la coiva cc'c'ec., e la superficie nella quale giao- 
ciono esse curve potrà esser chiamata superficie delle evol- 
venti relative aW evoluta cc'c'ec. 

5. i 35 -. Se nella superficie degli assi v’ abliia un’altra 
curva mm'm" ec. dotata delle medesime proprietà che ab- 
biamo assegnato alla curva cc'c”ec., cioè sia tale che tnt» 
te le sue tangenti m-p, ni p, m"p", ec., incontrino la da- 
ta evolvente pp'p"ec., la descrizione di essa evolvente po- 
trà eseguii'si, come prima., svolgendo un fila da questa se» 
conda evoluta . Laonde due fila ferme rispettivamente coi 
loro capi in due punti c", rn, i quali siano in. un medesi- 
mo asso c" u , applicate alle rispettive curve c”c'c ec. , 
min ni' cc. , e prodotte Lungo le tangenti. cp,rn"p, primie- 
ramente dovranno incontrarsi nel punto p , che ajjpartiene 
alla data evolvente; in secondo luogo svolgendosi ad un 
tempo stesso dalle loro evolute , descriveranno col punto, 
del loro concorso p la dette evolvente p p' p" ec.- 

Da ciò si vede che le evolute di uita curva anche di' 
doppia curvatura , debboii esser tali , che se pei’ punti ne* 
quali esse evolute sono segate da un medesimo, asse con- 
ducansi le rispettive loro tangenti, queste doviaiwio incon- 
trarsi in UH medesimo punto della proposta evolvente .. 

5. tS 6 . Quando la data evolvente piana , tutti gii- 
assi dei circoli osculatori sono fra loro paraielli ; quindi se- 
gue ehe le tangenti prn",pc, o le fila da esse rappresen- 
tate , seguono tiello svolgersi un vero , e semplice movi- 
mento di rotazione ; e perciò i triangoli p m" c , p' ni d » 
p” me" ec., sono tutti fra loro simili. Laonde il triangola. 
m p" c" eguaglierà il quadrilatero mistilineo m c" c rn gia- 
cente nella superficie degli assi , in.siemc col triangolo m'c'// 

que- 
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questo eguaglierà il qnatlrilatero mistillneo ni c Ciri' insie- 
me col triangolo mcp\ e così di mano in mano. 

Ra[)|)resentando dunque separatamente nel triangolo ret- 
tilineo y n r il triangolo m c p" , esso triangolo y p r con- 
terrà il triangolo (/'yr , eguale e simile al triangolo ni c p' i 
il detto triangolo fi y n conterrà l’altro fi' y" ir , eguale, e 
simile al triangolo m"pc, ec. 

I cateti y fj. , y fx 1 > " fi' corrisponderanno , e saranno 
eguali orditiatamente alle parli degli assi c" m , c ni , c ni' , 
c saranno tutti similmente inclinati a ciasclieduna delle due 
rette fXTr,yir, nelle quali stendonsi le due evolute. 

Ma in (|uesto modo non va la cosa quando la proposta 
evolvente p p p' ec. sia dotata di doppia curvatura . Imper- 
ciocché allora le due tila pm",pc non solamente seguono 
un moto di rotazione intorno all’asse cw’’, portandosi verso 
la successiva posizione delle due tangenti p'ni, p c' , ma 
ubbidiscono ancorà~àcl liìT* àTtTo *rrTBVrme*ittì^ ibc fa variare 
le rispettive misure degli angoli p ni' c , p c m" ì cffide il 
triangolo peni' non sarà simile al triangolo successivo 
nè questo sarà simile al triangolo pc"m\ e cosi in seguito. 

Ora col variare degli angoli adjacenti agli assi , varia 
pur l’angolo che comprendono le due fila, o sia le due 
tangenti p m , p c , nel punto de! loro concorso p^ o poro 
queir angolo rimane costatile? 

Ammette il Sig. Monge che sia costante ■, e secondo que- 
sta massima insegna una maniera facile di segnare sopra la 
superficie degli assi le due evolute cc'c”ec., ni” ni ni ec. ; 
e similmente (piante altre si voglia . 

Costrutta elie sia la superficie degli assi, ed assegnati / 
ptuiti m",c, pei quali dovranno passare le due evolute, si 
stenda iu rotta linea un filo, per modo che jiassi pel limi- 
to m'\ ivi toccando la superficie degli assi, c vada ad in- 
contrare in un punto p devolvente . In simil modo sten- 
dasi im altro filo clic tacchi la detta superficie in c, e va- 
da ad iuooutravc l’evolvente in (jiiel medositno punto p . 

l'arte l 2.1 



i6a 

Ciò posto. Te ^iie fila si mantengano sempre tese, ed 
avvolgansi nel medesimo tempo intorno alla superficie degli 
assi. Quelle curve cc'c".... ec., m"m m ec. , secon- 

do le quali si adatteranno alla detta superficie , debbon es- 
sere le cercate evolute . 

Esporrò brevemente la sostanza della dimostrazione che 
d.ò r autore, valendomi, ove torni acconcio, delle sue stes- 
se parole . 

Se per due punti della curva proposta , infinitamente 
vicini siano condotti ad essa due piani normali , l’ interseca- 
zione di questi piani sarà Casse d’ un circolo, del quale si 
può considerar come parte il piccolo arco della curva . Per 
conseguenza se dagli estremi di quell’ arco siano condotte 
air asse predetto due perpendicolari , esse lo incontreranno 
in un medesimo punto , che sarà il centro del detto circolo . 
Ciascun altro punto delC asse sarà ad eguale distanza da 
tutti i punti delCarco infinitamente piccolo; e per conseguen- 
za tutti i punti dell’ asse potranno essere considerati come i 
poli delC arco (*) . Quindi s’inferisce che due rette condotte 
dagli estremi dell'arco ad un punto dell’asse saranno eguag- 
li fra loro , e formeranno con Casse angoli eguali . 

Ciò premesso, dividasi la data curva in archi infinita- 
mente piccoli; e pei punti delle divisioni siano condotti al- 
trettanti piani normali. Nomino P, per, brevità, il primo 
di questi piani : P' il secondo: P" il terzo; e così in segui- 
to . Chiamo inoltre I l’ intersecazione dei due piani P , P' : 
r l’intersecazione dei due P', P": I" l’intersecazione dei due 
P", P'", ec. La retta I incontrerà la l' in un punto , cui no- 
mino r; La r incontrerà la I" in un altro punto, cui no- 
minerò r'; La 1" incontrerà la I"' in un terzo punto ec. 

I poli del primo arco , o elemento della curva saranno 


(*) Chiamasi asie <V >m circolo la tuo piano j e polo del cìrcolo «testo ^ 

retta condotta pel «entro normale al (jitulunt^ue punto del tuo asse . 
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nella retta I; I poli dell’arco susseguente saranno nella I'; 

1 poli del terzo arco saranno nella I"; e così di mano in mano. 

In tal manierasi forma ui>a superficie poliedrica, le cui 
faccie sono porzioni di piani infinitamente strette , infinita- 
mente lunghe, le quali si tagliano consecutivamente in rette 
linee . Ciò posto si può sempre immaginare che la prima 
faccia roti intorno alla retta I , come suo asse , finché per- 
venga nel piano della faccia consecutiva ; in seguito che il 
sistema della prima e della seconda, così distese in un me- 
desimo piano , roti intorno alla retta I', finché il detto pia- 
no cada su quello della terza faccia ; e cosi proseguasi fino 
a tanto che tutta la superficie poliedrica si trovi distesa sul 
piano dell’ultima faccia . 

Dal punto della curva , pel quale fu condotto il primo 
piano P , sia tirata in esso piano , e secondo una direzione 
arbitraria una retta che incontri la I in un punto, cui chia- 
merò g . Per questo punto e" per quetlif^wlla^ curva, dal qua- 
le fu condotto il secondo piano P’, si tiri in esso pTano una 
retta , la quale incontri la I' in un punto g'. Per questo pun- 
to, e pel susseguente punto della curva, dal quale fu con- 
dotto il terzo piano P", si guidi in esso piano una retta, la 
quale incontri la I" in un punto g" , ec. 

La curva che passa per tutti i punti g, g', g" .... è 
un’ evoluta della proposta . 

Imperciocché i® tutte le rette ora condotte sono tangen- 
ti della curva che contiene i punti g t g' , g” ec . , perchè 
sono i prolungamenti de’ suoi elementi . a® Se intendiamo 
che la prima roti intorno al punto g per venire ad appli- 
carsi alla susseguente , essa non cesserà eT esser tangente 
della curva g g' g" - • • ec., ed il suo estremo, dove incon- 
tra la curva data dopo aver percorso il primo arco, sì con- 
fonderà coll’ estremo della seconda . Facciasi rotar similmen- 
te la seconda intorno al punto g', finché venga a cadere so- 
pra la terza ; ed il suo estremo non uscirà dal second’ arco ; 
e tofi in seguito. 
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Adunque la curva g g' • • • « , che se una del- 

le sue tangenti giri intorno ad essa, senza che cessi d’ esser- 
le tangente , e strtz’ aver moviruento veruno nel senso della 
sua lunghezza , un punto dì essa tangente descriverà la cur- 
va data . Adunque la g g' g" • • • «c. è una delle sue eio- 
Ittle . Ma la direzione della prima retta fu arbitraria ; e se- 
condo qualunque altra direzione fosse stata condotta nel pri- 
ino jùano P, sì trovava un’ altra curva , che sarebbe stata 
parimente evoluta della proposta . Adunque una curva qual- 
sivoglia ha un’ infinità di evolute^ tutte comprese nella su- 
perficie degli assi ec. 

i56. Quantunque io tenga per vera la conclusione, 
ammetter non posso il discorso per cui si deduce, senza man- 
care all’esattezza geometrica che mi sono proposto di osser- 
vare , (pianto ])iù rigorosamente per me si possa , nel corso 
di ((uesto trattato . 

Im|)er<;iocchc , nè per quanto sian piccòli gli archi, 
detti elementi della curva., mai potranno spogliare la natura 
di essa , e tramutare le loro proprietà in quelle di archi 
circolari ; nè 1’ intersecazione di due piani normali alla 
curva, sian pur prossimi quanto si voglia , sarà mai 1* asse 
d’ uii circolo che passi pegli estremi dell’ arco intercetto 
dai detti piani , i5o; nè due rette condotte da quegli 
estremi ad incontrare in un medesimo punto l’intersecazio- 
ne dei ,due piani normali potranno formare angoli simili 
con essa intersecazione, ed essere fra loro eguali , fuorché 
in qualche caso particolarissimo ; nè volendo che le due 
rette accennate formino angoli simili con quella interseca- 
zione, potranno incontrarla in un medesimo punto; nè per 
conseguenza potrà esser vero che girando una di (juelle 
rette intorno all’ intersecazione, jiredetta come suo asse, e 
conservando immutata la propria inclinazione coll’asse me- 
desimo , trasferiscasi nella posizione dell’altra retta conse- 
cutiva ; onde non sarà iieppnr vero rhe la retta , cui sup- 
ponghinmo rotare , non cessi mai d’ incontrar 1’ elemento 
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della curva , durante il giio muto; Imperciocché dato anco- 
ra che l'intersecazione dei due piani normali sia l’asse 
d’ un circolo , il quale passi pegli estremi dell’ arco asse- 
gnato nella curva , mai non potrà coincidere con quest'ar- 
co l'arco corrispondente della curva proposta ; uè mai sarA 
lecito supporre che la tangente d’ una curva possa moversi 
intorno al punto del suo contatto senza cessare d’esser tan- 
gente , ec. 

Dopo le quali osservazioni , reputo mio dovere il ten- 
tare per altre vie una dimostrazione rigorosa • 

§. 1 S 7 . Riducasi alla memoria (|nella superficie polie- 
drica formata dai piani normali alla curva proposta, 5 - '55; 
e si chiami p il punto della curva , pel quale fu condotto 
il primo piano P . Chiameremo dunque p g \& prima retta 
condotta dal punto p con direzione arbitraria ad incontrare 
in g la retta 1 . Nel secondo piano P’ s' intenda tirata pel 
punto g utia-^'crt«— g-g* iiwrKnwtw— «i*ia 4— «ionic^ la pro- 
ducasi ad incontrare in un punto g' la I'. ~ - 

Nel terzo piano P" intendasi condotta pel punto g' una 
retta g' g" inclinata alla 1' come la g' g , e producasi ad 
incontrare la I" in un punto g" . Così proseguasi di ma- 
no in mano la descrizione d’ una serie di rette gg', g'g"» 
g"g"' . . . ec. , le <juali formeranno nella superficie poliedri- 
ca un ])oligono rettilineo, ed i prolungamenti dei lati di 
questo poligono , in generale non incontreranno la curva 
data. 

Ma se la prima retta gp roti intorno alla I come suo 
asse , senza mutare la propria inclinazione con essa I , si 
trasferirà sul prolungamento della g' g , portando in esso il 
punto p, c descrivendo frattanto con rpiesto punto p un arco 
circolare pp’, intercetto dai due piani P, P', del qual arco, 
I sarà 1’ asse . 

Potremo dunque nominare g'/j' la seconda retta , la qua- 
le incontra in g' la P; e facendola rotare intorno alla I', co. 
me la precedente intorno alia I , si trasferirà sul proluiiga- 
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mento della g” g' , descrivendo frattanto un arco circolare 
]ì p" intercetto dai piani P', P", del qual arco, I' sarà l’asse. 

Similmente, poiché il punto p' ei è trasferito in p" sul 
prolungamento della g"g', nomineremo g"//' la terza retta 
consecutiva , la quale rotando intorno alla I" descriverà un 
altr’arco circolare p" p'"\ e cosi in seguito . ' 

In tal maniera tutti i lati del poligono rettilineo gg'g"^-.. 
ec. verranno successivamente a porsi in una medesima dire- 
zione con la retta g/?, mentre l’estremo p dovrà descrivere 
un poligono circolare p p’ p" . . . ec. , i lati del quale saran- 
no rispettivamente normali alle rette gp, S P ■> S P • • - ec., 
come pure ai piani P, P’, P ' . . . ec. 

Queste condizioni sussistono, per quanto sia moltiplica- 
to il numero de’ piani normali, e diminuite le distanze dei 
loro punti d’ incontro con la data curva . Ma la superficie 
poliedrica si accosterà oltre ogni menoma differenza assegna- 
Lile alla superficie* JcglI umI , 5* r>éi , c nel tempo medesi- 
mo si accosterà indefinitamente il poligono rettilineo gg’g'' 
ec. ad una curva continua giacente nella detta superficie 
degli assi, conciossiachè tutti i punti g, g', g" ec. possona 
essere detenninati con una legge uniforme . 

Non altrimenti s’accosterà il poligono circolare/»/?'/»'’.., 
ec. ad una curva continua che passi per tutti i punti /»,/»’, 
/»"... ec. , i quali sono sempre determinati correlativamen- 
te ai punti g , g', g" . . . ec. 

Adunque nella superficie degli assi v’ ha una curva li- 
mite dei poligoni rettilinei g g' g" . . - ec. , e nello spazio 
v’ha una curva limite dei poligoni circolari /»/»'/»".,. ec. 

La retta g’p' eguaglia la g/» insieme col primo lato gg' 
del poligono rettilineo g g’ g". . . ec. La g''p" eguaglia la g p' 
insieme col secondo lato gg", o pure eguaglia la gp insie- 
me coi due lati gg’, g'g" ; e così di mano in mano. D.al 
che si vede che svolgendo dal poligono rettilineo un filo 
che arrivi con un estremo al punto /», descriverà con quést’ 
estremo p il poligono circolare pp'p” ec. 
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La periferia del poligono rettilineo è dunque un’evolu- 
ta del poligono circolare , 

Questa relazione sussiste in qualunque prossimità si tro- 
vino i due poligoni coi rispettivi loro limiti ; ed oltre a 
questo ciascun lato del poligono gg'g" • • • ec. tanto è più 
prossimo ad una tangente della curva che è suo limite , 
quanto più prossimo a questa curva è il poligono medesimo. 
É dunque forza conchiudere che ancora svolgendo un filo 
dalla curva limite del poligono rettilineo g g' g" ... ec. , e 
stendendolo sempre in direzione tangente Ja curva stessa, 
quel filo descriverà con un suo punto p la curva che è li- 
mite del poligono circolare p p' p" . . . ec. Questa seconda 
curva è dunque un’ evolvente dell’ altra , ed è normale a 
tutti i piani P, P’, P" . . . ec., i quali toccano la superfi- 
cie degli assi - 

Ciò posta *-ÌQ-jllm> che lLevnlvente._^/»’ js" . . . ec. deve 
coincidere con la curva proposta. ' — 

Imperciocché per essere queste curve ambedue norma- 
li ai piani P, P', P" ec., saranno fra loro paralelle . Adun- 
que i loro punti omologhi , nei quali sono incontrate da un 
medesimo piano normale , si troveranno sempre ad una di- 
stanza costante , 5 . 4^ , in tutte le successive posizioni di 
esso piano . 

Ma le due curve hanno comune il punto p ; ivi dun- 
que la distanza di due punti omologhi è nulla; e perciò 
nulla sarà pur la distanza dei consecutivi punti omologhi ; 
cioè a dire le due curve coincideranno , 

§. i58. Se in vece di movere la retta gp intorno alla 
I come suo asse, iSj , si fiirà girare intorno alla I la 
prima faccia della su|)erficic poliedrica , finché sia per di- 
ritto con la seconda , il punto p descriverà egualmente il 
medesimo arco circolare p p' . Cosi facendo che il sistema 
della prima e della seconda faccia, poste in un medesimo 
piano, roti intorno alla P, finché si trovi per diritto con la 
terza faccia, il punto che pel movimento precedente si 
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è trasferito in p\ dpscrive»'à successi vaniente 1’ arco p' p" . 

In siniil modo proseguendo a stendere di mano in ma- 
no le faccie del poliedro in un piano medesimo , si descri- 
Tcrà il medesimo poligono circolare p p' p" . • • ec. , men- 
tre il poligono rettilineo si stenderà in una medesima dire- 
zione con la prima retta gp~ 

E perchè la superficie poliedrica si accosta indefinita- 
mente al suo limite , che è la superficie degli assi , c|uello 
spazio piano in cui può stendersi la detta superficie polie- 
drica , si accosterà parimenti ad uno spazio piano in cui può 
stendersi la superficie, degli assi . 

Ma il poligono rettilineo si stende sempre in rotta li- 
nea, qualunque sia la prossimità della superficie poliedrica 
a quella degli assi , e per conseguenza qualunque sia la 
prossimità del poligono stesso alla curva die è suo limite v 
adunque essa curva si stenderà pure in una retta , quando, 
la superficie degli assi stendasi in un piano . 

Perchè poi sussisterà il medesimo discorso qualunque 
direzione s’attribuisca a quella prima i-etfa gp, purché in- 
contri la retta 1 ; e qualmi<[ue altra curva ne derivi come 
r evoluta gg'g" . . . ec. , 5 . i57 , ne segue 

1 ® C/te infinite evolute possono corrispondere alla mede~ 
sima evolvente , e saranno tutte costituite nella superfiicie 
degli assi . 

a® Che stendendo in un plano la superficie degli assi , 
tutte le evolute relative ad una medesima evolvente debbono 
stendersi in. altrettante rette linee , concorrenti ad un mede- 
simo punto . 

3® Che venendo- a collocarsi in quelle rette successi- 
V. unente tutte le langenfi delle evolute rispettive , le tan- 
genti relative a due evolute , incontrandosi scambievolmente r 
formano tm dato angolo costante . 

5 . i.3q . Osserviamo die stendendo in un piano 1* 
snperlicie poliedrica, le rette I , I' , 1' . . . ec. , incon- 
trandosi consecutivamente a due a due, ^ *55, formeran- 

u» 
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no iti quel piano un poligono rettilineo eguale a quello 
che foriuavano nello spazio , ed era determinato dai punti 
r , r' , r" . . . ec. Quel poligono si può accostare Indefinita* 
mente ad un limite, che è una curva denominata linea di 
regresso dal Sig. Monge (i) ; e parimenti s’accosterà ad un 
limite il corrispondente poligono steso in piano . 

Siccome poi ciascun lato del primo poligono rrr’ ... ec. , 
che è nello spazio , s’ accosta indefinitamente ad una tan- 
gente della curva , la quale è limite di esso poligono ; cosi 
ciascun lato del poligono corrispondente , steso in piano , 
accostasi ad una tangente della curva piana , che parimen- 
ti è limite di questo secondo poligono, 

Ma i lati del poligono rr'r"...ec., costituito nello 
spazio, sono rispettivamente nelle rette 1 , 1' , I" . > . ec. , 
le quali abbiam veduto che s’accostano oltre ogni menoma 
diflerenza assegnabile agli assi de’ circoli osculatori, i5o. 

Adunque , nello spazio, gli assi rfe’ circoli osculatori 
sono tutti tangenti la curva di regresso r r r" . . ,ec.; e gli 
assi medesimi descritti nella loro superficie , quando è diste- 
sa in piano , sono tangenti quella curva piana alla quale 
s’ adatta essa curva di regresso . 

i6o . Segue ora il quesito t se la curva in cui sono 
tutti i centri de’ circoli osculatori della curva proposta di 
doppia curvatura , sia pure una sua evoluta 

Dimostra il Sig. Monge che non può essere ; e lo di- 
mostra partendo da questo principio: che due tangenti con- 
secutive (T una curva dì doppia curvatura in qualunque luo- 
go della curva si prendano , trovansi in un medesimo pia- 
no , e le tangenti d’ un' evoluta si debbono consecutivamenr- 
tc incontrare a due a due (a) . 

Cosi fatto principio , stando alla lettera , condurrebbe 
tosto all’assurdo , $.27 . Sostituisco» dunque il seguente ra- 
gionamento. 

Parte I. aa 

(1) FeoUte». ea . . . N.® *«- FenUk» ec. . . . It.» 3a. 
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S;;ppn?in in un jvrr.no la tupr^ficic s--~i , 

5- i55 , im ma;’ ini a ino descrìtti in essa ipianti assi vogliasi, 
I, r, 1". . .cc. , ed ancora siano descritte due rette nelle 
quali stendonsi due evolute , 5- >58 . 

Dal punto ove concorrono quelle due rette , sia con- 
dotta una normale a ciascun asse . 

È manifesto che il punto ove un asse è incontrato dal- 
la rispettiva normale è il centro d’ osculo relativo a quell* 
asse; e perciò sarà un punto di quella linea alla quale de- 
ve adattarsi la curva de’ centri in quel piano supposto . 

E parimenti manifesto che tutti i punti determinati in 
tal maniera non possono giacere in una medesima normale . 

Adunque stendendo in piano la superfìcie degli assi , 
mai non potrà stendersi in una retta, su quel piano, la li- 
nea de’ centri. 

Laonde ìa curva de’ centri non potrà mai essere evolitr- 
ta della proposta curva di doppia curvatura 5- >38 . 

i6i . Ma questo teorema non si conforma al senti- 
mento di La Grange, pubblicato nella Teoria delle Funzioni 
analitiche ^i), ove affernia poter essere talvolta la curva de’ 
centri un’ evoluta della proposta curva di doppia curvatura . 

Quest’ obbiezione ha la sua risposta, ch’io darò in al- 
tro tempo , se sarà necessario, non potendosi esprimere chia- 
ramente se non per mezzo del calcolo, il quale per massi- 
ma è escluso da questo trattato {pi) . 

Del resto cotaii teorie non sono punto necessai'ie per 
le pratiche delle quali tra poco ragioneremo . 

i6a. Frattanto non sarà inutile considerare la ma- 
niera di costruire con approssimazione meccanica la super- 
fìcie degli assi . 

Immaginiamo condotti alquanti piani normali alla pro- 
posta curva , i quali saranno tutti tangenti la cercata su- 
fi) ThSorie (lei Fonctiont Analyti- i (a) V. la Prefaaiooe . 

que» K.» i4». J 
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pi'rficre degli assi, 5 - . Perciò 1 ’ intcTsccazione di que- 
sta superficie con qualsivoglia dei tre piani coordinati sarà 
una ciurva tangente tutte le intersccasioni del piano mede- 
simo coi detti piani -normali , 82 . 

Troviamo dunque tutte queste intersecazioni , §. 3 a. , 
e eoi metodo già indicato, 5- determiniamo prossima- 
mente la curva che le tocca tutte . 

Ogni punto di contatto apparterrà ad uno degli assi, 
contenuti nella superficie che si dimanda . 

Nominiamo A , B , G . .. . ec. le intersecazioni dei sup- 
posti piani normali coll’assunto piano coordinate, e dicansi 
<4 , l> , c . . .cc. i relativi punti di contatto . In seguito de- 
terminiamo le intersecazioni di que’ medesimi piani norma- 
li con un piano paralello a quel piano coordinato, e nomi- 
niamo A’, B', C', ordinatamente , le nuove intersecazioni cor- 
rispoitdcnti .alle primo , e ad esse rispettivamente paraleile ; 
cioè la A’ alla A; la B' alla B , ec. 

Determineremo ancora la curva che tocca le A', B% C’, 
cc. , c chiameremo a', //, c'ec. i punti di contatto. È chia- 
ro che i due punti a , a' appartener debbono ad un mede- 
simo asse ; i due b , h’ ad uu altro ; e cosi di mano in 
mano . 

<Ju«n1o maggiore fingiamo H numero de’plani normali, 
e più vicini i punti di contatto ò , -c , ec., come pure i 
corrisponde^iti a,b',c'ec., tanto più s’accosterà ad una su- 
perficie contimw la superficie poliedrica formata dai detti 
piani normali . 

Ma se descriveremo le intersecazioni di quei medesimi 
piani con un terzo paralello ai due precedenti , uno de’ qua- 
li è l’ assunto piane rooj-dinato , e descrivasi la curva tan- 
gente tutte le nuove intersecazioni , la quale rappresenterà 
una terza sezione fatta nella superficie degli assi , potremo 
concepire in seguito tùia retta , la quale progredisca con 
moto continuo incontrando sempre le tre curve menzionate. 

In ogni sua posizione quella retta coinciderà con uno 
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degli assi ; e perciò descriverà la superfìcie che li contiene 
tutti . 

Questo concetto potrà essere tradotto alla pratica , fog- 
giando tre tavole sottili, o tre lamine piane, secondo le 
ligure delle descritte curve , e collocando ciascheduna di 
queste tavole in quella posizione che deve avere la curva 
corrispondente . 

Allora sui lembi di coleste tavole, così conformate, se 
faremo scorrere lo spigolo d’ un regolo , sì che incontri sem- 
pre tutti e tre i lembi , ogni posizione di esso spigolo de- 
terminerà quella d' un asse , 

i63. Ora possiamo rendere generale per ogni ma- > 
niera di curve la risoluzione del problema proposto nel 
5. 140, rispetto alle curve piane . 

In fatti , essendo data una curva qualunque , sarà de- 
terminata la superfìcie che contiene tutti gli assi de’ suoi 
circoli osculatori - 

Se a quella superficie sia condotto un piano tangente 
che passi pel punto dato in qualunque modo nello spazio , 
i33, quel piano sarà normale alia data curva, ; 

e perciò la retta che unisca il punto dato con quello ove 
la curva è segata dall’ accennato piano tangente , sarà la 
normale richiesta . Tante poi saranno le normali soddisfa- 
centi al quesito, quanti sono i piani che passando pel dato 
punto, possono esser tangenti la detta superficie degli assi - 
Oltre di ciò osserviamo che se dal punto dato non si pos- 
sa condurre un piano tangente la superfìcip degli assi , im- 
possibile è il problema - 

Adunque tutti i punti dello spazio che può essere com- 
preso dalla menzionata superfìcie , soggiacciono a questa ec- 
cezione . 


Fine della Parte I. 
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